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Abstrakt

Tento text distančnı́ho vzdělávánı́ si klade za cı́l představit čtenáři základnı́ disciplı́ny teoretické informatiky, konkrétně
formálnı́ jazyky, automaty, vyčı́slitelnost a složitost. Vzhledem k omezenému rozsahu textu jsou v něm zahrnuty pouze
nejzákladnějšı́ informace z dotyčných disciplı́n. Pro pochopenı́ látky je nezbytná znalost základů teorie množin, algebry
a výrokové logiky včetně odpovı́dajı́cı́ matematické notace.

Cı́lová skupina

Text je určen posluchačům bakalářského studijnı́ho programu Aplikovaná informatika, provozovanému v kombinované
formě na Přı́rodovědecké fakultě Univerzity Palackého v Olomouci.
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1 Formálnı́ jazyky a automaty

V tomto oddı́lu se čtenář dozvı́ o velmi úzce souvisejı́cı́ch pojmech, a sice formálnı́ch jazycı́ch
a automatech.

Formálnı́ jazyk, jak napovı́dá samotný název, představuje formalizaci pojmu jazyk, který je
běžně chápán jako prostředek komunikace mezi lidmi. Tato formalizace je natolik obecná, že
zahrnuje rovněž popis programovacı́ch jazyků, stadiı́ růstu rostlin, apod.

Automat si lze představit jako mechanický či abstraktnı́ stroj, který na základě vnějšı́ho pod-
nětu dokáže měnit svůj vnitřnı́ stav. K tomu přistupujı́ následujı́cı́ omezenı́. Druhů působı́cı́ch
podnětů je pouze konečný počet a vnitřnı́ch stavů, v nichž se automat může nacházet, je také
konečně mnoho.

Teorie automatů nacházı́ působivé uplatněnı́ např. při strojovém (tj. počı́tačovém) překladu Automaty sloužı́
jako účinný nástroj
pro práci
s formálnı́mi
jazyky.

kódu programovacı́ho jazyka do strojového kódu.

1.1 Základnı́ pojmy

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ schopen formálně popsat jazyk, grama-
tiku a způsob, jakým gramatika generuje jazyk.

Klı́čová slova: Abeceda, jazyk, gramatika.

Potřebný čas: 60 minut.

Při formalizaci pojmů jazyk či gramatika se pochopitelně vycházı́ ze znalostı́ zı́skaných studiem
přirozených jazyků (Toto označenı́ je užı́váno pro jazyky jako jsou čeština, angličtina, arabština,
apod.). V nejobecnějšı́ podobě lze každý jazyk ztotožnit s (přı́padně nekonečnou) množinou
vět, z nichž každá se skládá z konečně mnoha nižšı́ch jednotek. Souhrn všech těchto nižšı́ch
jednotek bude tvořit tzv. abecedu, nad nı́ž je daný jazyk definován. (Poznamenejme, že některé
termı́ny známé z klasické lingvistiky se v teorii formálnı́ch jazyků vážı́ k odlišným objektům.)

Definice 1.1. Abecedou nazveme libovolnou konečnou neprázdnou množinu. Jejı́ prvky nazý-
váme symboly.

Definice 1.2. Řetězem (slovem) v nad abecedou X rozumı́me libovolnou konečnou posloupnost
symbolů z X , tj. v = a1 · · · an, kde a1, . . . , an ∈ X . Čı́slo n nazýváme délkou řetězu v a pı́šeme
|v| = n. Jestliže ai = a ∈ X pro i ∈ {1, 2, . . . , n}, pı́šeme obvykle an mı́sto a1a2 · · · an.

Pro řetězy zavádı́me operaci zřetězenı́: Jestliže u = a1 · · · am a v = b1 · · · bn jsou řetězy
nad abecedou X , pak zřetězenı́m u a v rozumı́me řetěz a1 · · · amb1 · · · bn; ozn. jej u · v nebo
stručněji uv.

Jestliže u, v, w, x jsou řetězy takové, že w = uxv, pak x nazýváme podřetězem řetězu w.
Prázdným řetězem nazýváme řetěz délky 0; značı́me jej ε.

Přı́klad 1.3. Nad abecedou X = {a, b} můžeme sestavit napřı́klad řetězy u = abab,
v = b2a,
w = ε.

Všechny podřetězy řetězu u jsou: ε, a, b, ab, ba, aba, bab, abab.
Zřejmě je |u| = 4, |v| = 3 a |w| = 0.
Uved’me namátkou některá zřetězenı́: uv = abab3a,

wu = abab.

Platı́: |uv| = 7 = |u|+ |v|,
|wu| = 4 = |w|+ |u|.
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Poznámka 1.4. Pro libovolnou abecedu X a řetězy u, v nad X zřejmě platı́

• |uv| = |u|+ |v|,

• uε = εu = u.

Definice 1.5. Množinu všech řetězů nad abecedou X značı́me X∗ a nazýváme uzávěrem
množiny X . Jestliže z X∗ odebereme prázdný řetěz, dostaneme pozitivnı́ uzávěr množiny X;
ozn. jej X+.

Přı́klad 1.6. Uvažme abecedu X = {0, 1}. Pak je zřejmě
X+ = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . .},
X∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . .}.

Definice 1.7. Jazykem L nad abecedou X nazýváme libovolnou podmnožinu množiny X∗.
Řı́káme, že jazyk L je – prázdný, jestliže L = ∅,

– konečný, jestliže obsahuje konečně mnoho slov,
– nekonečný, jestliže obsahuje nekonečně mnoho slov.

Přı́klad 1.8. Následujı́cı́ množiny jsou jazyky nad abecedou X = {a, b}.

a) L1 = {ε},
b) L2 = {a, bba, abbaa, baaab},
c) L3 = {ap; p je prvočı́slo},
d) L4 = {w ∈ {a, b}∗; w obsahuje stejný počet a jako b}.

Přı́klad 1.9. Čeština zřejmě představuje jazyk nad abecedou tvořenou všemi českými slovnı́mi Abeceda a slovo
jsou v teorii
formálnı́ch jazyků
jiné pojmy než v
klasické
jazykovědě.

tvary (tj. Jana, Jany, Janě, pı́še, psala, jarnı́, jarnı́ho, jarnı́mu, ...) a interpunkčnı́mi znaménky –
nenı́ těžké ověřit, že jde o abecedu. Tento jazyk obsahuje všechny správně utvořené české věty
neboli jisté řetězy prvků právě popsané abecedy.

V přı́padě nekonečných jazyků je zásadnı́ otázkou způsob jejich reprezentace. V předchozı́ch
přı́kladech byla přı́slušnost řetězu k nekonečnému jazyku vždy podmı́něna splněnı́m konkrétnı́
podmı́nky (prvočı́selnost, počty výskytů symbolů abecedy nebo gramatická správnost). Právě na
přı́kladu češtiny je zřetelně vidět, že některé podmı́nky se ověřujı́ obtı́žně – jistě si lze představit
celou řadu vět, u nichž se budou dva fundovanı́ odbornı́ci rozcházet v názoru, zda jde o správné
české věty či nikoliv. Přestože do schémat formálnı́ch jazyků zapadajı́ přirozené jazyky poněkud Pro konečnou

reprezentaci
nekonečných
jazyků se použı́vajı́
gramatiky
a automaty.

komplikovaně, dávajı́ nám metody vyvinuté pro zkoumánı́ přirozených jazyků konkrétnı́ návod,
jak nekonečné jazyky popsat pomocı́ jednoduchých pravidel: Sestavit přı́slušnou gramatiku!1

Před vlastnı́ definicı́ formálnı́ gramatiky nejdřı́ve zavedeme pojem zřetězenı́ množin.

Definice 1.10. Jsou-li A, B množiny řetězů nad abecedou Σ, pak zřetězenı́m A a B nazýváme
množinu

AB = {w ∈ Σ∗; ∃u ∈ A,∃v ∈ B : w = uv}.

Průvodce studiem

Zřetězenı́ množin (či jazyků) A a B obsahuje všechny možné řetězy vzniklé vždy zřetězenı́m
jednoho řetězu z A a jednoho řetězu z B v tomto pořadı́.

1Později si ukážeme i systémově odlišný způsob popisu nekonečného jazyka – pomocı́ automatu.
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Přı́klad 1.11. Uvažme množiny A = {Eva, Jan, zajı́c} a B = {spı́, běžı́}. Potom AB =
{Evaspı́, Janspı́, zajı́cspı́, Evaběžı́, Janběžı́, zajı́cběžı́}.

Definice 1.12. Gramatikou nazýváme uspořádanou čtveřici G = (N,Σ, P, S), kde

N je abeceda se symboly zvanými neterminály,
Σ je abeceda se symboly zvanými terminály, splňujı́cı́ podmı́nku N ∩ Σ = ∅,
P ⊆ (N ∪ Σ)∗N(N ∪ Σ)∗ × (N ∪ Σ)∗ je konečná množina pravidel;

jejı́ prvky tvaru (α, β) pı́šeme obvykle jako α → β (a čteme „α se přepisuje na β“),
S ∈ N je počátečnı́ symbol (neterminál).

Průvodce studiem

Pojem terminál bude označovat (v souladu s anglickou terminologiı́) koncový nebo závě-
rečný prvek, zatı́mco neterminál bude značit prvek, který koncový nenı́ a je zapotřebı́ s nı́m
určitým způsobem pracovat ještě dál. Vše bude jasnějšı́ až po definici jazyka generovaného
gramatikou. Můžeme předeslat, že tento jazyk bude obsahovat pouze řetězy terminálnı́ch
symbolů; neterminály budou hrát roli pomocných symbolů (ovšem s nezastupitelnou rolı́).
Proto je také v definici gramatiky požadavek, aby množiny terminálů a neterminálů neob-
sahovaly žádný společný prvek.

Poněkud delšı́ popis množiny pravidel P lze slovně vyjádřit tak, že v každém pravidle
α → β ∈ P jsou α i β řetězy, v nichž se mohou vyskytovat jak neterminály tak terminály.
U řetězu α je navı́c požadavek, že musı́ obsahovat alespoň jeden neterminálnı́ symbol.
Odtud vyplývá, že napřı́klad ε → S nemůže být pravidlo v žádné gramatice.

Při práci s gramatikami je často použı́vána následujı́cı́ konvence: Časté způsoby
označovánı́
terminálů,
neterminálů a
obecných řetězů

• Neterminály jsou obvykle označovány velkými pı́smeny ze začátku latinské abecedy,
tj. A,B, C, . . .

• Terminály jsou obvykle označovány malými pı́smeny ze začátku latinské abecedy,
tj. a, b, c, . . .

• Řetězy nad abecedou N ∪ Σ jsou často označovány malými pı́smeny ze začátku řecké
anebo konce latinské abecedy, tj. α, β, γ, z, y, x, apod.

• Skupina pravidel α → β1
α → β2

...
α → βn

je často zapisována ve zkrácené podobě jako α → β1 |β2 | . . . |βn.

Poznámka 1.13. Na základě právě uvedené konvence bývá často popis gramatiky redukován Gramatika bývá
často zadána
pouhým výčtem
pravidel.

na výčet pravidel, která obsahuje. Mlčky se předpokládá, že daná gramatika zahrnuje počátečnı́
neterminál S, množina neterminálů dále obsahuje všechny symboly, jež jsou v množině pravidel
označeny velkými pı́smeny latinské abecedy, podobně se zı́ská množina terminálů.

Definice gramatiky by nám nebyla mnoho platná bez dalšı́ho vysvětlenı́, jak se použı́vá pro
popis (přesněji pro generovánı́) jazyka. Tomuto vysvětlenı́ věnujeme zbytek kapitoly.

Definice 1.14. Jestliže (N,Σ, P, S) je gramatika, pak na množině (N ∪Σ)∗ definujeme binárnı́
relaci přı́mého odvozenı́ (přı́mé derivace; ozn. ji⇒) následovně. Pro libovolné α, β ∈ (N∪Σ)∗
klademe α ⇒ β, právě když existujı́ u, v ∈ (N ∪Σ)∗ a y → x ∈ P tak, že α = uyv a β = uxv.
Řı́káme, že řetěz β je přı́mo odvozen z řetězu α (anebo že z řetězu α se přı́mo derivuje řetěz β).
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Průvodce studiem

Přı́mé odvozenı́ řetězu β z řetězu α znamená existenci pravidla y → x takového, že
nahradı́me-li některý podřetěz řetězu α rovný y řetězem x, dostaneme mı́sto α řetěz β. Aniž
bychom čtenáře zatěžovali formálnı́ definicı́ přepisovacı́ho systému, můžeme konstatovat,
že gramatika spolu se způsobem odvozovánı́ řetězů reprezentuje konkrétnı́ přı́pad takového
přepisovacı́ho systému.

Vzhledem k tomu, že se v textu opakovaně setkáme s běžným algebraickým pojmem uzávěr
binárnı́ relace, raději si jej připomeňme definicı́.

Definice 1.15. Necht’ r je binárnı́ relace na množině X . Připomenutı́
uzávěrů relacı́

1) Reflexivnı́m uzávěrem r nazveme relaci r′ splňujı́cı́ vlastnosti:

a) Pro všechna x ∈ X platı́ (x, x) ∈ r′,
b) Pro všechna x, y ∈ X, x 6= y, platı́ (x, y) ∈ r′, právě když (x, y) ∈ r.

2) Tranzitivnı́m uzávěrem r nazveme relaci r′′ definovanou induktivně:

a) Pro všechna x, y ∈ X, (x, y) ∈ r, platı́ (x, y) ∈ r′′,
b) Pro všechna x, y, z ∈ X, (x, y) ∈ r′′, (y, z) ∈ r′′, platı́ (x, z) ∈ r′′.

3) Reflexivnı́m a tranzitivnı́m uzávěrem r nazveme relaci r̃ vzniklou sjednocenı́m relacı́ r′

a r′′.

Průvodce studiem

Bod 2) předešlé definice lze chápat tak, že relaci r′′ můžeme postupně sestavovat zahrnutı́m
všech prvků relace r a opakovaným „přidávánı́m“ prvků (x, z) ∈ X ×X , k nimž existujı́
prvky (x, y), (y, z) z doposud zkonstruované (chápej nehotové) relace (čili množiny) r′′.
V přı́padě nekonečné množiny X bychom sice mohli dostat nekonečný proces, ale dá se na
to nahlı́žet také obráceně: r′′ obsahuje kromě prvků r pouze prvky, k nimž lze dojı́t konečně
mnoha kroky právě popsaného procesu.

Přı́klad 1.16. Podı́vejme se na binárnı́ relaci r = {(a, b), (b, c), (c, d)}. Grafy na obr. 1 zná-
zorňujı́ postupně relaci r, tranzitivnı́ uzávěr r a reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr r.

d

cb

a

relace r tranzitivní uzávěr relace r

d

cb

a

reflexivní a tranzitivní uzávěr relace r

d

cb

a

Obrázek 1: Ukázky uzávěrů relacı́

Definice 1.17. Reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace ⇒ nazýváme relacı́ odvozenı́ (relacı́
derivace) a značı́me ⇒∗. Tranzitivnı́ uzávěr relace ⇒ označujeme ⇒+.
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Přı́klad 1.18. V přı́padě gramatiky obsahujı́cı́ pravidla S → aSS | ab zřejmě platı́

S ⇒ aSS ⇒ aSab ⇒ aabab.

Lze tedy např. psát S ⇒∗ S,
S ⇒∗ aSab,

aSS ⇒+ aabab.

Nynı́ máme k dispozici všechny pojmy potřebné k popisu generovánı́ jazyka gramatikou. Do
takového jazyka zahrneme všechny terminálnı́ řetězy odvoditelné z počátečnı́ho symbolu pro-
střednictvı́m pravidel dané gramatiky. Formálně tuto skutečnost popisuje následujı́cı́ definice.

Definice 1.19. Jazykem generovaným gramatikou G = (N,Σ, P, S) nazýváme množinu

L(G) = {w ∈ Σ∗; S ⇒∗ w}.

Přı́klad 1.20. Uvažme gramatiku G = (N,Σ, P, S), kde

N = {S, C},
Σ = {−, 0, 1, . . . , 9}
a P obsahuje pouze pravidla S → −C |C,

C → CC | 0 | 1 | . . . | 9.
Pak jsou v gramatice G možná napřı́klad následujı́cı́ odvozenı́:

S ⇒ −C ⇒ −CC ⇒ −CCC ⇒ −3CC ⇒ −32C ⇒ −329,
S ⇒ C ⇒∗ CCC ⇒∗ 152.

Nenı́ těžké ověřit, že jazyk generovaný gramatikou G zahrnuje množinu všech zápisů celých
čı́sel v dekadické čı́selné soustavě (včetně „nadbytečných“ nul na začátku čı́sel, tj. např 0025).

Přı́klad 1.21. Mějme gramatiku G, jejı́ž množina pravidel P obsahuje pouze pravidla

S → ε |ASB,
AB → BA,
A → a, B → b.

(Zbývajı́cı́ složky popisu gramatiky G, tj. N,Σ, S, zı́skáme na základě poznámky 1.13.)

Použı́váme-li opakovaně pravidla 1. skupiny, pak můžeme dospět bud’k derivaci
S ⇒ ε

anebo k derivacı́m
S ⇒∗ AnSBn, S ⇒∗ AnBn, kde n ∈ N.

Tj. počet neterminálů A je v odvozovaných řetězech stejný jako počet neterminálů B.

Pravidlo 2. skupiny pouze zaměňuje pořadı́ neterminálů A a B v derivovaných řetězech.

Pravidla 3. skupiny pak převádějı́ neterminály A, B na terminály a, b.

To, že např. pravidla 1. skupiny mohou být použita i po pravidlech 2. či 3. skupiny, zřejmě nic
neměnı́ na skutečnosti, že gramatika G generuje jazyk obsahujı́cı́ výhradně řetězy se stejnými
počty symbolů a a symbolů b. Odtud

L(G) = {w ∈ {a, b}∗; w obsahuje stejný počet a jako b}.
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Shrnutı́
Abeceda znamená konečnou neprázdnou množinu.
Řetěz (slovo) nad abecedou X je konečná posloupnost symbolů z X .
Podřetěz řetězu sestávajı́cı́ho z posloupnosti symbolů (ai)ni=1 je tvořen libovolnou (i prázdnou)
podposloupnostı́.
Zřetězenı́ řetězů a1 · · · am a b1 · · · bn dává řetěz a1 · · · amb1 · · · bn.
Prázdný řetěz ε je řetěz nulové délky, tj. neobsahuje žádný symbol.
Uzávěr množiny X obsahuje všechny řetězy nad X .
Pozitivnı́ uzávěr množiny X obsahuje všechny řetězy kladných délek nad X .
Každá podmnožina uzávěru abecedy X je jazykem nad X .
Prázdný jazyk neobsahuje žádný řetěz a (ne)konečný jazyk obsahuje (ne)konečně mnoho řetězů.
Zřetězenı́ množin A a B obsahuje všechna existujı́cı́ zřetězenı́ uv, kde u ∈ A a v ∈ B.
Gramatika je tvořena abecedou neterminálů (z nichž jeden je vyznačen jako počátečnı́ – zpra-
vidla jej označujeme symbolem S), abecedou terminálů a konečnou množinou přepisovacı́ch
pravidel. Přepisovacı́ pravidlo má levou stranu tvořenu řetězem obsahujı́cı́m libovolný počet
terminálů a libovolný kladný počet neterminálů. Pravá strana každého přepisovacı́ho pravidla
je tvořena řetězem obsahujı́cı́m libovolné počty terminálů a neterminálů.
Přı́mým odvozenı́m řetězu β z řetězu α (pomocı́ pravidel dané gramatiky), označovaným
α ⇒ β, rozumı́me to, že s pomocı́ některého pravidla přepı́šeme nějaký podřetěz řetězu α
a dostaneme β. Přepisem pomocı́ pravidla y → x máme na mysli náhradu y řetězem x.
Odvozenı́m řetězu β z řetězu α (značeno α ⇒∗ β) rozumı́me to, že bud’ β = α anebo existuje Alternativnı́ popis

odvozenı́n > 1 a posloupnost řetězů (γi)ni=1 taková, že γ1 = α, γn = β a γi ⇒ γi+1 pro všechna
i ∈ {1, . . . , n− 1}.
Jazyk generovaný gramatikou sestává ze všech terminálnı́ch řetězů, jež lze odvodit z počáteč-
nı́ho symbolu pomocı́ pravidel dané gramatiky.

Pojmy k zapamatovánı́
• Abeceda,
• řetěz (prázdný, délka, zřetězenı́),
• podřetěz,
• jazyk nad abecedou (prázdný, konečný, nekonečný),
• zřetězenı́ jazyků,
• binárnı́ relace (přı́mého odvozenı́, odvozenı́, reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr),
• gramatika,
• neterminál,
• terminál,
• počátečnı́ symbol,
• jazyk generovaný gramatikou.

Kontrolnı́ otázky
1. Tvořı́ množina všech řetězů nul a jedniček abecedu?
2. Uvažme libovolnou abecedu X (tj. konečnou a neprázdnou množinu). Je pozitivnı́ uzá-

věr X konečná nebo nekonečná množina?
3. Jaký je rozdı́l mezi prázdným jazykem a jazykem L = {ε}?
4. Je zřetězenı́ množin komutativnı́ operace, tj. platı́ AB = BA pro libovolné množiny

A,B?
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Cvičenı́
1. Určete množiny A,B takové, že AB = {ba2b, ba3b, ba4b} a každý řetěz z A i z B má

délku nejméně 2.
2. Najděte gramatiku, která generuje prázdný jazyk.
3. Najděte gramatiku, která generuje jazyk L = {ε}.
4. Najděte gramatiku, která generuje jazyk L = {b2, b3, b2a, b3a, ab2, ab3}.

Úkoly k textu

1. Již vı́te, že gramatika je obecně definována s ohledem na jazyk, který má generovat. Roz-
myslete si, jaké důsledky pro definici gramatiky G coby uspořádané čtveřice (N,Σ, P, S)
by mělo vynechánı́ požadavku w ∈ Σ∗ obsaženého v definici jazyka generovaného gra-
matikou G.

2. Gramatiky jsou zaváděny pro popis jazyků. Objasněte důvod, proč je vyžadována ko-
nečnost jednotlivých složek gramatiky.

3. Zjistěte, jak by vypadaly generativnı́ možnosti gramatiky, kdybychom v jejı́ definici
mı́sto požadavku S ∈ N vyžadovali S ∈ Σ.

4. Změňte pravidla gramatiky z přı́kladu 1.20 tak, aby generovaný jazyk reprezentoval
množinu všech celých čı́sel a přitom neobsahoval žádný řetěz s prvnı́m symbolem
rovným 0 a žádný řetěz s podřetězem −0.

Řešenı́
1. Řetěz ba2b vznikl jistě zřetězenı́m ba a ab, protože např. b a a2b nesplňujı́ podmı́nku

délky nejméně 2. Odtud ba ∈ A, ab ∈ B. To spolu se vztahem ba3b ∈ AB vede
k možnostem

a) ba2 ∈ A a a2b 6∈ B,
b) ba2 6∈ A a a2b ∈ B,
c) ba2 ∈ A a a2b ∈ B.

Vztah ba4b ∈ AB dává v přı́padě
a) výsledek A = {ba, ba2, ba3} a B = {ab},
b) výsledek A = {ba} a B = {ab, a2b, a3b},
c) výsledek A = {ba, ba2} a B = {ab, a2b}.

2. Požadovaná gramatika nesmı́ mı́t žádnou možnost odvozenı́ terminálnı́ho řetězu z počá-
tečnı́ho symbolu. Existuje nekonečně mnoho gramatik s touto vlastnostı́. Bud’ ji splňujı́
triviálně tı́m, že majı́ prázdnou množinu pravidel, anebo netriviálně – napřı́klad Generativnı́ sı́la

gramatiky se
nezměnı́,
obohatı́me-li ji
o pravidla
negenerujı́cı́ žádné
terminálnı́ řetězy.

a) P obsahuje pouze pravidlo S → aS,
b) P obsahuje pouze pravidla

S → aA|A,
A → aS|S,

apod.
3. Stačı́ vzı́t z předchozı́ho přı́kladu libovolnou gramatiku, která nemá na pravé straně

žádného svého pravidla počátečnı́ symbol S, a obohatit ji o pravidlo S → ε.
4. I zde existuje nekonečně mnoho vyhovujı́cı́ch gramatik – např.

a) S → b2 | b3 | b2a | b3a | ab2 | ab3 |AaA,
A → SAS.

b) S → A |Aa | aA,
A → b2 | b3.
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1.2 Chomského hierarchie gramatik

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ umět klasifikovat formálnı́ jazyky a gra-
matiky.

Klı́čová slova: Regulárnı́ jazyk, bezkontextový jazyk, kontextový jazyk, jazyk typu 0, regulárnı́
gramatika, bezkontextová gramatika, kontextová gramatika, gramatika typu 0.

Potřebný čas: 30 minut.

Nejznámějšı́ klasifikaci gramatik představuje Chomského2 (čti čomského) hierarchie. V této
klasifikaci jsou gramatiky odlišovány na základě omezenı́ stanovených pro tvar pravidel. Na
jednom konci této hierarchie budou omezenı́ značně volná, na opačném konci pak omezenı́
velmi svazujı́cı́.

Průvodce studiem

Je pochopitelné, že gramatika s menšı́m množstvı́m pravidel (podléhajı́cı́m přı́snějšı́m po-
žadavkům) je schopna vygenerovat méně řetězů, a tedy také „chudšı́“ jazyk, než gramatika
s většı́m množstvı́m pravidel. Později se však dozvı́te, že ony „chudšı́“ jazyky lze zpraco-
vávat pomocı́ jednoduššı́ch automatů než jazyky „bohatšı́ “. Pokud nás tedy řešenı́ nějakého
problému (napřı́klad problému sestavenı́ překladače pro některý programovacı́ jazyk) do-
vede k teorii formálnı́ch jazyků, našı́m prvořadým cı́lem je vybrat z klasifikace jazyků
„nejbližšı́ většı́“ typ jazyka – většı́ proto, aby zahrnoval všechny možné přı́pady řešeného
problému, nejbližšı́ proto, aby se k řešenı́ dal použı́t co nejjednoduššı́ typ automatu.

V následujı́cı́ definici i poznámce několikrát použijeme symbol ∗© pro dovětek: „s eventuálnı́
výjimkou pravidla S → ε, přičemž pak se S nesmı́ vyskytovat na pravé straně žádného pravidla
gramatiky G“.

Definice 1.22 (Chomského hierarchie).
a) Výše definované gramatiky nazýváme gramatikami typu 0.

Necht’G = (N,Σ, P, S) je gramatika.

b) Jestliže pro všechna pravidla α → β ∈ P platı́
α = γ1Aγ2 a β = γ1δγ2 ∗©, kde γ1, γ2 ∈ (N ∪ Σ)∗, A ∈ N, δ ∈ (N ∪ Σ)+,
pak G se nazývá gramatikou typu 1 nebo kontextovou gramatikou.

c) Jestliže pro všechna pravidla α → β ∈ P platı́
α ∈ N a β ∈ (N ∪ Σ)+ ∗©,
pak G se nazývá gramatikou typu 2 nebo bezkontextovou gramatikou.

d) Jestliže pro všechna pravidla α → β ∈ P platı́
α ∈ N a β ∈ Σ ∪ Σ ·N ∗©,
pak G se nazývá gramatikou typu 3 nebo regulárnı́ gramatikou.

Průvodce studiem

Kontextová gramatika má svůj název podle způsobu přepisovánı́ odvozovaných řetězů –
pokud se neterminál A vyskytuje obklopený řetězy γ1 a γ2 (čili v kontextu γ1, γ2), může
být přepsán na řetěz δ (samozřejmě se zachovánı́m okolnı́ho kontextu γ1, γ2). Všimněte si,
že kontext může být tvořen i prázdnými řetězy ε, tj. kontextová gramatika může obsahovat
pravidla umožňujı́cı́ přepis neterminálu bez ohledu na sousednı́ symboly (či řetězy).

2Podle věhlasného amerického lingvisty Noama Chomského.
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Bezkontextová gramatika obsahuje výhradně „bezkontextová“ pravidla, z nichž každé
může být použito k přepisu neterminálu umı́stěného kdekoliv v přepisovaném řetězu.

Regulárnı́ gramatika obsahuje s výjimkou přı́padného pravidla S → ε pouze pravidla,
na jejichž pravých stranách jsou pouze řetězy délky 1 (1 terminál) anebo délky 2 (terminál
následovaný neterminálem).

Poznámka 1.23. Kontextovou gramatiku je možné často najı́t s odlišnou definicı́ 3: Každé V literatuře je
kontextová
gramatika často
definována pomocı́
monotónnı́
gramatiky.

pravidlo α → β ∈ P musı́ splňovat podmı́nku |α| ≤ |β| ∗©. Takto definovaná gramatika je
občas přiléhavě nazývána monotónnı́ gramatikou. Důkaz toho, že třı́dy jazyků generovaných
kontextovými a monotónnı́mi gramatikami jsou stejné, lze nalézt napřı́klad v [Chy82].

Věta 1.24. Necht’ i ∈ {1, 2, 3}. Každá gramatika typu i je také gramatikou typu i− 1.

Důkaz. Tvrzenı́ přı́mo vyplývá z definic přı́slušných gramatik.

Přı́klad 1.25. Zjistěte, o kterou gramatiku se jedná:

a) G1 obsahuje pouze pravidla S → bSb | a,

b) G2 obsahuje pouze pravidla S → aA | ε,
A → aB | a,
B → aA,

c) G3 obsahuje pouze pravidla S → Aa | bA,
Aa → bAa | ba,
bA → bAa | ba,

d) G4 obsahuje pouze pravidla S → aS | b,
b → Sa.

Řešenı́:

a) G1 nenı́ regulárnı́ gramatikou, protože pravidlo S → bSb má na pravé straně řetěz
délky 3. G1 je gramatikou bezkontextovou, nebot’ u každého pravidla je levá strana
tvořena právě jednı́m neterminálem a pravá strana řetězem kladné délky.

b) G2 je regulárnı́ gramatikou, protože u každého pravidla je levá strana tvořena právě
jednı́m neterminálem a pravá strana je (s výjimkou pravidla S → ε; všimněte si, že
S nefiguruje na pravé straně žádného pravidla) tvořena bud’ jednı́m terminálem anebo
řetězem délky 2, kde je terminál následován neterminálem.

c) G3 nenı́ ani regulárnı́ ani bezkontextovou gramatikou, nebot’některá pravidla neobsa-
hujı́ na levých stranách pouze jeden neterminál. Jde o gramatiku kontextovou, která
kromě bezkontextových pravidel S → Aa | bA obsahuje rovněž kontextová pravidla
Aa → bAa | ba s kontextem tvořeným řetězy ε, a a kontextová pravidla bA → bAa | ba
s kontextem tvořeným řetězy b, ε.

d) G4 nesplňuje definici gramatiky, protože „pravidlo“ b → Sa nemá na levé straně žádný
neterminál.

3V literatuře lze narazit na odlišné definice u vı́ce typů gramatik. Obvykle jde o vı́ceméně drobnou modifikaci
a nebývá obtı́žné dokázat, že třı́da generovaných jazyků je stejná, popř. se lišı́ jenom nepřı́tomnostı́ prázdných řetězů
v těchto jazycı́ch, což představuje snadno odstranitelný rozdı́l.
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Definice 1.26. Necht’ i ∈ {0, 1, 2, 3}. Řı́káme, že jazyk je typu i, právě když existuje gramatika
typu i, která jej generuje. Použı́váme také názvy:

kontextový jazyk (mı́sto jazyka typu 1),
bezkontextový jazyk (mı́sto jazyka typu 2),
regulárnı́ jazyk (mı́sto jazyka typu 3).

Věta 1.27. Necht’ i ∈ {1, 2, 3}. Každý jazyk typu i je také jazykem typu i− 1.

Důkaz. Jde o přı́mý důsledek věty 1.24.

Poznámka 1.28. Předchozı́ věta nám nic neřı́ká o odlišitelnosti jazyků typu i od jazyků
typu i − 1. Dá se ovšem dokázat existence jazyka typu i − 1 (pro každé i ∈ {1, 2, 3}), který
nenı́ jazykem typu i. Přı́slušné důkazy by ovšem neúměrně zvětšily rozsah tohoto textu, a proto
odkážeme zájemce na podrobnějšı́ literaturu (např. [Sal73] nebo [Hop69]).

Shrnutı́
Chomského hierarchie představuje klasickou klasifikaci gramatik i jazyků.
Gramatika typu 0 má na levé straně každého svého pravidla řetěz obsahujı́cı́ alespoň jeden
neterminál, na pravé straně řetěz libovolné délky.
Kontextová gramatika má na levé straně každého svého pravidla neterminál „obklopený“
kontextem tvořeným řetězy libovolných délek, na pravé straně řetěz kladné délky „obklopený“
tı́mtéž kontextem.
Bezkontextová gramatika má levou stranu každého svého pravidla tvořenu jednı́m neterminá-
lem, pravou stranu řetězem kladné délky.
Regulárnı́ gramatika má levou stranu každého svého pravidla tvořenu jednı́m neterminálem,
pravou stranu jednı́m terminálem anebo řetězem délky 2 obsahujı́cı́m terminál a neterminál
v tomto pořadı́.
Kvůli tomu, aby zmiňované gramatiky mohly vygenerovat prázdný řetěz ε, přidáváme k de-
finicı́m kontextové, bezkontextové a regulárnı́ gramatiky možnost výskytu pravidla S → ε
s omezenı́m, že v takovém přı́padě gramatika nesmı́ mı́t počátečnı́ symbol S na pravé straně
žádného svého pravidla.
Každý jazyk typu 0 je generován gramatikou typu 0. Podobně je každý kontextový (bezkon-
textový, regulárnı́) jazyk generován kontextovou (bezkontextovou, regulárnı́) gramatikou.
Označı́me-li symboly L0,L1,L2 a L3 postupně třı́du jazyků typu 0, typu 1 (tj. kontextových),
typu 2 (tj. bezkontextových) a typu 3 (tj. regulárnı́ch), pak platı́ vztahy: L3 ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L0.

Pojmy k zapamatovánı́
• Regulárnı́ jazyk,
• bezkontextový jazyk,
• kontextový jazyk,
• jazyk typu 0,
• regulárnı́ gramatika,
• bezkontextová gramatika,
• kontextová gramatika,
• gramatika typu 0.

Kontrolnı́ otázky
1. Je každý regulárnı́ jazyk kontextovým jazykem?
2. Existuje bezkontextový jazyk, který nenı́ regulárnı́?
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3. Co můžete prohlásit o jazyku generovaném gramatikou s pravidly S → aSSb | b,
aS → Sb,
bS → SSS?

Cvičenı́
1. Ověřte, že jazyk L = {ε} je regulárnı́.
2. Ověřte, že jazyk L = {bnabn; n ∈ N} je bezkontextový.
3. Dokažte, že každý konečný jazyk je regulárnı́.

Úkoly k textu

1. Promyslete podrobně důkaz věty 1.24 pro jednotlivá i.

2. Zjistěte, proč dovětek ∗© nenı́ připojen k definici gramatiky typu 0.

Řešenı́
1. Jazyk je generován regulárnı́ gramatikou s jediným pravidlem: S → ε.
2. Jazyk je generován napřı́klad bezkontextovou gramatikou, která obsahuje pouze pravidla

S → bSb | bab.
3. Uvažme libovolnou abecedu Σ. Každý řetěz nad abecedou Σ lze vygenerovat pomocı́

konečně mnoha „regulárnı́ch“ pravidel:
a) ε lze generovat pomocı́ S → ε,
b) a ∈ Σ lze generovat pomocı́ S → a,
c) a1 · · · an ∈ Σ+, kde n > 1, lze generovat pomocı́

S
ozn.
= A0 → a1A1,

...
An−2 → an−1An−1,
An−1 → an,

kde Ai 6= Aj pro všechna i, j ∈ {0, . . . , n− 1}, i 6= j.

Každý konečný jazyk L ⊂ Σ∗ obsahuje konečně mnoho řetězů. Bez újmy na obecnosti
lze jistě předpokládat, že neterminály vyskytujı́cı́ se v pravidlech popsaných výše jsou
s výjimkou S pro libovolné dva různé řetězy z L pokaždé jiné. Množina P všech pravidel
sestavených dle bodů a), b), c) pro všechny řetězy z L je tedy konečná. Gramatika G =
(N,Σ, P, S), kde N je množina všech neterminálů vyskytujı́cı́ch se v P (pokud P = ∅,
klademe N = {S}), je podle definice regulárnı́ gramatikou. Zřejmě L = L(G). Jazyk L
je proto regulárnı́.

1.3 Konečné automaty

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ schopen formálně popsat konečný au-
tomat v deterministické i nedeterministické variantě a způsob, jakým přijı́má jazyk. Dále bude
umět dokázat, že třı́da deterministických i třı́da nedeterministických konečných automatů má
stejnou výpočetnı́ sı́lu. Rovněž by měl být schopen objasnit vztah mezi konečnými automaty
a regulárnı́mi gramatikami.

Klı́čová slova: Konečný automat, nedeterministický konečný automat.

Potřebný čas: 120 minut.
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Gramatiky
generujı́ jazyky,
automaty
„akceptujı́“ jazyky.

Průvodce studiem

Zatı́mco gramatiky představujı́ generativnı́ zařı́zenı́, tj. umožňujı́ vygenerovat celý jazyk,
opačný přı́stup, tzv. analytický, reprezentujı́ automaty: automat „analyzuje“ řetěz předlo-
žený na jeho vstupu – v přı́padě přı́slušnosti tohoto řetězu k jazyku automat signalizuje
tuto skutečnost dohodnutým způsobem. Rozdı́lnost těchto přı́stupů vynikne zejména při
řešenı́ úlohy, zda konkrétnı́ slovo w patřı́ do zadaného jazyka L. Pokud je L zadán např.
gramatikou G typu 0, která jej generuje, jediný obecně použitelný postup spočı́vá v po-
stupném generovánı́ slov z jazyka L(G) a jejich porovnávánı́ s w. Pokud je však L určen
automatem A, stačı́ dát slovo w automatu A na jeho vstup a čekat, jestli bude akceptováno.

V celém textu si postupně popı́šeme tři různé typy automatů: konečné automaty, zásob-
nı́kové automaty a Turingovy stroje. Každý z nich představuje jistý výpočetnı́ model, tj.
abstraktnı́ zařı́zenı́, které však může být s většı́ či menšı́ úspěšnostı́ realizováno konkrétnı́m
výpočetnı́m systémem. Základnı́ rozdı́l mezi jednotlivými typy spočı́vá v možnosti využı́vat
nějaký druh pamět’ového zařı́zenı́, přı́padně v jeho uspořádánı́ a způsobu práce s uloženými
daty.

Nejjednoduššı́m automatem je konečný automat, který nenı́ vybaven žádným speciálnı́m pa- Konečný automat
nemá žádnou
pamět’ovou
jednotku.

mět’ovým zařı́zenı́m. Jde o stroj, který se může nacházet v některém z konečně mnoha stavů,
na základě působı́cı́ho podnětu (jednoho z konečně mnoha) bud’přejde do stavu jiného anebo
setrvá v aktuálnı́m stavu, přičemž dvojici aktuálnı́ stav a působı́cı́ podnět pokaždé odpovı́dá
tentýž výsledný stav.

S právě popsanou charakteristikou se můžeme setkat v běžném životě na mnoha mı́stech. Uve-
dené tvrzenı́ budeme demonstrovat na velmi jednoduchém přı́kladu automaticky ovládaných
dveřı́ běžně umı́st’ovaných při vstupu do obchodů, bank, apod. Tyto dveře bývajı́ vybaveny
fotobuňkou na vnitřnı́ i vnějšı́ straně. Mohou se nacházet v jednom ze stavů OTEVŘENO,
ZAVŘENO a působı́cı́mi podněty jsou: pohyb signalizovaný aspoň jednou fotobuňkou a žádný
pohyb. Jak již bylo uvedeno, na základě nového podnětu přecházı́ systém z aktuálnı́ho stavu
do stavu nového, nebo systém setrvá v aktuálnı́m stavu. Tak např. pohyb před dveřmi, jež jsou
ve stavu ZAVŘENO (OTEVŘENO) vede ke stavu OTEVŘENO (OTEVŘENO). Úplný výčet
všech „přechodů“ dává tabulka 1, kde v průsečı́ku každého řádku s aktuálnı́m stavem a sloupce
s působı́cı́m podnětem najdete nový stav.

Působı́cı́ podnět

pohyb žádný pohyb

Aktuálnı́ OTEVŘENO OTEVŘENO ZAVŘENO
stav ZAVŘENO OTEVŘENO ZAVŘENO

Tabulka 1: Výčet všech přechodů dveřı́ ovládaných fotobuňkou

Poněkud komplikovanějšı́mi zařı́zenı́mi, jež lze simulovat pomocı́ konečného automatu, jsou
napřı́klad

• rychlovarná konvice
• autı́čko s jednoduchým dálkovým ovládánı́m
• výtah
• nápojový automat
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Při simulaci se však nemusı́me omezovat pouze na technická zařı́zenı́. Se stejným úspěchem
lze konečný automat použı́t např. i na jednoduché modely

• chovánı́ rostlin Konečný automat
může simulovat
systémy studované
jak v přı́rodnı́ch
tak v humanitnı́ch
vědách.

– možné působı́cı́ podněty: různé kombinace světla, tepla a vlhkosti,
– možné stavy: růst, stagnace, uvadánı́, úhyn,

• chovánı́ skupin lidı́
– možné působı́cı́ podněty: různé kombinace uspokojovánı́ životnı́ch a sociálnı́ch

potřeb,
– možné stavy: spokojenost, lhostejnost, nervozita, panika.

Pro konkrétnı́ představu můžeme konečný automat chápat jako zařı́zenı́ z obr. 2 skládajı́cı́ se
• z řı́dicı́ jednotky, která se může nacházet v některém z konečně mnoha stavů,
• ze vstupnı́ pásky, na nı́ž bude zapsán řetěz symbolů představujı́cı́ch posloupnost podnětů,

jejichž působenı́ (ve stejném pořadı́ jako jsou na pásce) bude konečný automat vystaven,
• ze čtecı́ho zařı́zenı́, s jehož pomocı́ bude řı́dicı́ jednotka čı́st symbol z pásky, který je

právě „na řadě“; vlastnı́ čtenı́ bude zprostředkovávat tzv. čtecı́ hlava.

a c c a c a

Řídicí jednotka
čtecí hlava

vstupní páska

Obrázek 2: Ilustrace konečného automatu

Jak bude probı́hat činnost tohoto zařı́zenı́?

Výchozı́ předpoklady: Neformálnı́ popis
činnosti KA1) Na vstupnı́ pásce bude zapsáno tzv. vstupnı́ slovo tvořené ze symbolů abecedy

konečného automatu (nazývané vstupnı́ abecedou). Páska (dělená na jednotlivá
polı́čka) bude mı́t na každém polı́čku právě jeden symbol a délka pásky bude
stejná jako délka vstupnı́ho slova, tj. páska je konečné délky a na jejı́m konci
nejsou žádná nevyužitá polı́čka.

2) Čtecı́ hlava je umı́stěna nad prvnı́m (tj. nejlevějšı́m) polı́čkem pásky (a je tedy
nachystána ke čtenı́ 1. symbolu).

3) Konečný automat se nacházı́ ve vyznačeném, takzvaném počátečnı́m stavu.

Průběh výpočtu: Výpočet probı́há v jednotlivých krocı́ch, přičemž v každém kroku konečný
automat

a) přečte symbol pod čtecı́ hlavou a posune čtecı́ hlavu o jedno polı́čko doprava,
b) na základě přečteného vstupnı́ho symbolu a aktuálnı́ho stavu přejde do stavu

nového, nebo setrvá v aktuálnı́m stavu. Informace o tom, jak se má konkrétně
zachovat, musı́ být součástı́ popisu každého konečného automatu; jinými slovy,
součástı́ popisu každého konečného automatu bude tzv. přechodová funkce, která
jednoznačně přiřazuje každé dvojici (stav, symbol vstupnı́ abecedy) konkrétnı́ stav.

Vyhodnocenı́ výpočtu: Po přečtenı́ vstupnı́ho slova zřejmě skončil konečný automat v nějakém
stavu – pokud půjde o nějaký ze stavů, jež budeme nazývat koncovými, pak budeme tento
výsledek chápat tak, že konečný automat přı́slušné vstupnı́ slovo přijal (akceptoval).
Pokud konečný automat skončı́ svou činnost mimo koncový stav, budeme to chápat jako
zamı́tnutı́ vstupnı́ho slova.
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Přejděme nynı́ k formálnı́, a tedy exaktnı́ definici konečného automatu.

Definice 1.29. Konečným automatem (ozn. KA) nazýváme uspořádanou pětici (Q,Σ, δ, q0, F ),
kde

Q je konečná neprázdná množina s prvky zvanými stavy,
Σ je abeceda; řı́káme jı́ vstupnı́ abeceda,
δ : Q× Σ→ Q je přechodová funkce,
q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
F ⊆ Q je množina koncových stavů.

Zavádı́me pojem
koncového stavu,
nikoliv konečného
stavu.

Průvodce studiem

V předchozı́ definici byl zaveden pojem koncového stavu. Nezaměňujte jej prosı́m s „koneč-
ným“ stavem – ten jsme si nezavedli a ani tak neučinı́me – jeho „doplňkem“ by byl zřejmě
„nekonečný stav“, tj. stav, který nemá konečnou velikost(??) anebo který obsahuje neko-
nečně mnoho ... čeho vlastně??? Jinou interpretacı́ konečného stavu by byl závěrečný stav,
tj. stav, v němž se KA nacházı́ po skončenı́ své práce. Avšak právě u těchto stavů potřebu-
jeme rozlišenı́ mezi stavy „přı́znivými“ (v našı́ terminologii koncovými) a „nepřı́znivými“
(tj. nekoncovými).

U přechodové funkce δ nepřehlédněte fakt, že jde o zobrazenı́ celé množiny Q×Σ do Q,
tj. funkce δ je definována pro každou dvojici stav a symbol.

Poznámka 1.30. KA bývá mı́sto výčtu prvků Q,Σ, F a přechodů funkce δ často znázor-
ňován pomocı́ takzvaného stavového diagramu, který je představován mı́rně modifikovaným Stavový diagram

popisuje KA
nejpřehledněji.

orientovaným grafem, kde

• každému stavu odpovı́dá právě jeden uzel – označený názvem tohoto stavu,
• mezi uzly označenými stavy p a q vede hrana označená symbolem a, právě když

δ(p, a) = q,
• každý uzel odpovı́dajı́cı́ koncovému stavu je znázorněn dvojitým kroužkem,
• do uzlu odpovı́dajı́cı́ho počátečnı́mu stavu mı́řı́ šipka bez jakéhokoliv označenı́, tj.

q0 ,

• v přı́padě δ(p, a) = q a δ(p, b) = q se mı́sto dvojice hran p q
a

b

obvykle kreslı́ hrana jediná: p qa , b .

Ukázku stavového diagramu si můžete prohlédnout na obrázku 3.

Podobně jako jsme u gramatik formálně popisovali způsob, jak z počátečnı́ho symbolu generujı́
výsledný řetěz, tak i u KA musı́me být schopni formalizovat způsob práce.

Průvodce studiem

Leckdo by se mohl domnı́vat, že formálnı́ popis má jediný cı́l: Zbytečně komplikovat studu-
jı́cı́m život. Pochopitelně tomu tak nenı́. Kdybyste chtěli dokázat nějaká tvrzenı́ o systémech
popsaných pouze neformálně (slovně), rychle byste zjistili, že Vám bud’chybı́ dostatečná
přesnost, nebo je důkaz neúměrně dlouhý a velmi nepřehledný. Máte-li o tom sebemenšı́
pochybnosti, zkuste si sepsat např. důkaz věty 1.43 bez použitı́ jakéhokoliv formalismu.

Výpočet KA dělı́me na jednotlivé kroky výpočtu, jak bylo již popsáno v části předcházejı́cı́
poslednı́ definici. Kroky výpočtu postupně měnı́ situaci, v nı́ž se KA nacházı́. Situace bude
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jednoznačně charakterizována stavem KA a obsahem dosud nepřečtené vstupnı́ pásky; mı́sto
situace budeme použı́vat termı́n „konfigurace konečného automatu“. Výpočet tak lze popsat
pomocı́ posloupnosti konfiguracı́, kde

– prvnı́ konfigurace je charakterizována počátečnı́m stavem KA a dosud nečteným vstup- Výpočet KA coby
posloupnost
konfiguracı́

nı́m slovem na vstupnı́ pásce automatu, tj. čtecı́ hlava je nad 1. symbolem vstupnı́ho
slova,

– poslednı́ konfigurace je charakterizována „přečtenı́m vstupnı́ho slova“, tj. dosud nečtená
část vstupnı́ho slova je rovna prázdnému řetězu ε,

– přechod od každé konfigurace ke konfiguraci bezprostředně následujı́cı́ je zprostředko-
ván krokem výpočtu respektujı́cı́m přechodovou funkci.

Formálně popsáno:

Definice 1.31. Mějme libovolný KA A = (Q,Σ, δ, q0, F ). Každou uspořádanou dvojici
(q, w) ∈ Q× Σ∗ nazveme konfiguracı́ konečného automatu A.

Krok výpočtu A definujeme jako binárnı́ relaci ` (na množině všech konfiguracı́) takto: Pro
všechna p, q ∈ Q, a ∈ Σ, x ∈ Σ∗ je (p, ax) ` (q, x), právě když δ(p, a) = q.

Symbolem `∗ budeme označovat reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace `, symbolem `+
tranzitivnı́ uzávěr relace `.

Výpočet konečného automatu definujeme prostřednictvı́m relace `∗.

Průvodce studiem

Pozorujete soulad mezi formálnı́ definicı́ kroku výpočtu a jeho neformálnı́m popisem? Snad
je zřetelné, že z konfigurace (p, ax), kdy je KA ve stavu p, jeho čtecı́ hlava čte symbol a
a přechodová funkce přikazuje přechod do stavu q, skutečně KA přecházı́ do stavu q
a posouvá čtecı́ hlavu napravo za symbol a neboli přecházı́ do konfigurace (q, x).

Definice 1.32. Řekneme, že KA A = (Q,Σ, δ, q0, F ) přijı́má slovo w ∈ Σ∗, právě když
(q0, w) `∗ (qf , ε) a qf ∈ F .

Průvodce studiem

Všimněte si, že slovo w ∈ Σ∗ je přijato konečným automatem A jedině tehdy, když se A
po jeho přečtenı́ nacházı́ v některém ze svých koncových stavů.

Definice 1.33. Jazyk L přijı́maný (rozpoznávaný, akceptovaný) konečným automatem A =
(Q,Σ, δ, q0, F ) značı́me L(A) a definujeme následovně:

L(A) = {w ∈ Σ∗; KA A přijı́má w}.

Přı́klad 1.34. Uvažme KA A = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde
Q = {q0, q1, q2, q3},
Σ = {0, 1},
F = {q0}

a přechodová funkce δ je popsána vztahy:
δ(q0, 0) = q2 δ(q2, 0) = q0
δ(q0, 1) = q1 δ(q2, 1) = q3
δ(q1, 0) = q3 δ(q3, 0) = q1
δ(q1, 1) = q0 δ(q3, 1) = q2

Stavový diagram automatu A je znázorněn na obrázku 3.
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Ukázka stavového
diagramu KA1

q2

0

1

q1

0

q0

q3

1

0

1

0

Obrázek 3: Stavový diagram konečného automatu z přı́kladu č. 1.34

Podı́vejme se na výpočty A pro vstupnı́ slova w1 = 0100 a w2 = 1100. Výpočet pro vstupnı́
slovo w1 probı́há prostřednictvı́m následujı́cı́ch výpočetnı́ch kroků:

(q0, w1) = (q0, 0100) ` (q2, 100) ` (q3, 00) ` (q1, 0) ` (q3, ε).

Průvodce studiem

Krok (q0, 0100) ` (q2, 100) je umožněn tı́m, že δ(q0, 0) = q2. Následujı́cı́ krok odpovı́dá:
δ(q2, 1) = q3. Dále je použito δ(q3, 0) = q1 a δ(q1, 0) = q3.

Protože výpočet skončil mimo koncový stav (q3 6∈ F ), slovo w1 nepatřı́ do jazyka přijı́maného
konečným automatem A. Výpočet A pro vstupnı́ slovo w2:

(q0, w2) = (q0, 1100) ` (q1, 100) ` (q0, 00) ` (q2, 0) ` (q0, ε).

Tento výpočet skončil v koncovém stavu q0 ∈ F , je tedy w2 ∈ L(A).

Promyslı́me-li si s pomocı́ stavového diagramu z obrázku 3 možnosti výpočtů A, zjistı́me, že
pouze pro vstupnı́ slova sudých délek (včetně nulové délky), která obsahujı́ sudý počet jedniček,
výpočty končı́ v koncovém stavu q0 ∈ F . Odtud

L(A) = {w ∈ {0, 1}∗; w má sudou délku a obsahuje sudý počet jedniček}.

1.3.1 Nedeterministické konečné automaty

V definici konečného automatu jsme požadovali tzv. determinismus. Šlo o požadavek, aby byl Determinismus
versus
nedeterminismus

stavem a čteným symbolem jednoznačně určen stav, do nějž má automat přejı́t. Zajı́mavým
a užitečným zobecněnı́m, s nı́mž se setkáme i u dalšı́ch typů automatů, je nedeterminismus.
U nedeterministického konečného automatu nepožadujeme, aby stavem a čteným symbolem
byl určen jediný nový stav, ale připouštı́me existenci celé (přı́padně i prázdné) množiny stavů,
z nichž musı́ automat v přı́slušném kroku výpočtu jeden vybrat.

Průvodce studiem

Na výpočet nedeterministického konečného automatu lze nahlı́žet několika způsoby. Jeden
z nich spočı́vá v představě, že kdykoliv má stroj na výběr z několika stavů, rozdělı́ se
na stejný počet identických strojů, z nichž každý přejde do jiného z nabı́zených stavů.
Jakmile má kterákoli z těchto kopiı́ při čtenı́ nového symbolu podle přechodové funkce
opět na výběr z několika stavů, docházı́ k novému „dělenı́“. Jestliže některé z kopiı́ pro
jejı́ stav a čtený nový symbol nabı́zı́ přechodová funkce prázdnou množinu stavů, pak tato
kopie zanikne. Pokud se některá z kopiı́ po přečtenı́ vstupnı́ho slova ocitne v některém
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z koncových stavů, budeme to chápat tak, že nedeterministický konečný automat toto
slovo přijal. V rámci uvedené interpretace je patrné urychlenı́ výpočtů nedeterministickým
strojem vůči stroji deterministickému. Zmı́něné urychlenı́ má zřejmě exponenciálnı́ nárůst
způsobený postupně narůstajı́cı́ paralelizacı́.

Jiná možná interpretace nahlı́žı́ na výpočet nedeterministického stroje, jako kdyby tento
stroj věděl, kterou cestou se vydat, aby došel ke kýženému cı́li – dospět po přečtenı́ vstupnı́ho
slova do některého koncového stavu.

Máte-li pochybnosti o užitečnosti takto abstraktnı́ho stroje, pak vězte, že nalézt k za-
danému jazyku nedeterministický konečný automat, který tento jazyk přijı́má, je většinou
snazšı́, než nalézt odpovı́dajı́cı́ deterministický konečný automat. To, že každý nedetermi-
nistický konečný automat lze převést na deterministický konečný automat přijı́majı́cı́ tentýž
jazyk, si ukážeme později.

Definice 1.35. Nedeterministickým konečným automatem (zkráceně ozn. NKA) rozumı́me uspo-
řádanou pětici (Q,Σ, δ, q0, F ), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů,
Σ je vstupnı́ abeceda,
δ : Q× Σ→ 2Q je přechodová funkce,
q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
F ⊆ Q je množina koncových stavů.

Průvodce studiem

Připomeňme si, že 2Q označuje potenčnı́ množinu množiny Q, tj. 2Q = {M ; M ⊆ Q}.

Navazujı́cı́ definice se až na krok výpočtu formálně nelišı́ od definic přı́slušných ke konečnému
automatu.

Definice 1.36. Mějme libovolný NKA A = (Q,Σ, δ, q0, F ). Každou uspořádanou dvojici
(q, w) ∈ Q× Σ∗ nazveme konfiguracı́ nedeterministického konečného automatu A.

Krok výpočtu A definujeme jako binárnı́ relaci ` (na množině všech konfiguracı́) takto: Pro
všechna p, q ∈ Q, a ∈ Σ, x ∈ Σ∗ je (p, ax) ` (q, x), právě když δ(p, a) obsahuje q.

Symbolem `∗ budeme označovat reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace `, symbolem `+
tranzitivnı́ uzávěr relace `.

Výpočet nedeterministického konečného automatu definujeme prostřednictvı́m relace `∗.

Průvodce studiem

Všimněte si, že v přı́padě δ(p, a) = {q1, q2, q3} jsou v binárnı́ relaci ` následujı́cı́ dvojice
konfiguracı́:

(p, ax) ` (q1, x),
(p, ax) ` (q2, x),
(p, ax) ` (q3, x).

Výpočet obsahujı́cı́ konfiguraci (p, ax) bude tedy zahrnovat tři „větve výpočtu“,
z nichž každá pokračuje po konfiguraci (p, ax) jinou konfiguracı́ z množiny
{(q1, x), (q2, x), (q3, x)}.

Definice 1.37. Řekneme, že NKA A = (Q,Σ, δ, q0, F ) přijı́má slovo w ∈ Σ∗, právě když
(q0, w) `∗ (qf , ε) a qf ∈ F .
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Průvodce studiem

Volně řečeno, slovo je přijato nedeterministickým konečným automatem A, právě když pro
ně existuje přijı́majı́cı́ výpočet A.

Definice 1.38. Jazyk L přijı́maný (rozpoznávaný, akceptovaný) nedeterministickým konečným
automatem A = (Q,Σ, δ, q0, F ) značı́me L(A) a definujeme následovně:

L(A) = {w ∈ Σ∗; NKA A přijı́má w}.

Průvodce studiem

Nenechte se zmást možnostı́, že pro slovo z jazyka L(A) může existovat „nepřijı́majı́cı́
větev“ výpočtu. Jde-li skutečně o slovo z L(A), pak pro ně nutně existuje i „přijı́majı́cı́
větev“ výpočtu.

Přı́klad 1.39. Najděte NKA, který přijı́má jazyk L = {w ∈ {0, 1}∗; w obsahuje podřetěz 00
anebo podřetěz 111}.

Zadánı́ zřejmě vyhovuje NKA, jehož stavový diagram je na obr. 4.

Ukázka stavového
diagramu NKA

0
q2q0

q3
1

q4
1

1

q1 0

0 00, 1 0 00, 1

Obrázek 4: Stavový diagram nedeterministického konečného automatu z přı́kladu č. 1.39

Všimněte si nedeterminismu stroje ve stavu q0 při čtenı́ symbolu 0 nebo 1, konkrétně δ(q0, 0) =
{q0, q1} a δ(q0, 1) = {q0, q3}.

1.3.2 Vzájemný vztah nedeterministických a deterministických konečných automatů

Poznámka 1.40. Dosud jsme definovali KA a NKA, později budou následovat nedeterminis-
tický zásobnı́kový automat, deterministický a nedeterministický Turingův stroj; vše budeme
označovat souhrnným názvem stroj. V tuto chvı́li máme definován jazyk L(A) pouze pro de-
terministický a nedeterministický konečný automat, pro ostatnı́ stroje budou definice L(A) do
jisté mı́ry obdobné.

Definice 1.41. O strojı́ch A1, A2 řekneme, že jsou ekvivalentnı́, právě když L(A1) = L(A2). Ekvivalence strojů

Definice 1.42. Dvě třı́dy strojů nazveme výpočetně stejně silnými, právě když ke každému stroji Stejná výpočetnı́
sı́la 2 třı́d strojůz prvnı́ třı́dy existuje ekvivalentnı́ stroj z třı́dy druhé a naopak (tj. ke každému stroji z druhé

třı́dy existuje ekvivalentnı́ stroj z třı́dy prvnı́).

Věta 1.43. Ke každému NKA existuje ekvivalentnı́ KA.

Důkaz. Necht’A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je libovolný NKA. Sestrojı́me KA A′ takový, že L(A′) =
L(A).
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Průvodce studiem

Základnı́ myšlenka přı́slušné konstrukce bude založena na sloučenı́ všech stavů z množiny
δ(p, a) do stavu jediného. Tı́m docı́lı́me toho, že at’NKA A přejde ze stavu p při čtenı́ a do
kteréhokoliv z „přı́pustných“ stavů, zkonstruovaný KA A′ bude tento krok výpočtu A simu-
lovat (deterministickým!) přechodem do přı́slušného jediného stavu. Naznačené sloučenı́
lze provést množinově, tj. u KA A′ budou roli jednotlivých stavů hrát množiny obsahujı́cı́
stavy automatu A.

Stačı́ položit A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F
′), kde Jeden stav z Q′

odpovı́dá množině
stavů z Q.Q′ = 2Q ... tzn. prvky Q′ jsou tvořeny množinami prvků z Q,

q′0 = {q0},
F ′ = {K ∈ Q′; K ∩ F 6= ∅},
δ′ definujeme následovně: Pro všechna K, K̃ ∈ Q′ a všechna a ∈ Σ klademe

δ′(K, a) = K̃, právě když
⋃

q∈K

δ(q, a) = K̃.

Průvodce studiem

Všimněte si, že δ′(K, a) představuje podle definice přechodové funkce konečného automatu
konkrétnı́ jeden stav z množiny Q′ čili dle definice Q′ jde o množinu stavů z Q. Na dru-
hou stranu je podle definice přechodové funkce nedeterministického konečného automatu
δ(q, a) množinou stavů z Q. Definice δ′ je tedy korektnı́.

Nynı́ ověřı́me, že L(A′) = L(A).

1) ε ∈ L(A′), právě když q′0 ∈ F ′. To je ekvivalentnı́ se vztahem q0 ∈ F čili ε ∈ L(A).
2) Necht’ w ∈ Σ+, tj. w = a1 · · · ak, kde a1, . . . , ak ∈ Σ a k ∈ N. Označı́me-li K0 = q′0,

pak jsou ekvivalentnı́ následujı́cı́ tvrzenı́, přičemž s výjimkou přı́padů c) a d) (což bude
rozvedeno nı́že) zmı́něné ekvivalence plynou přı́mo z přı́slušných definic.

a) w ∈ L(A′), tj. a1 · · · ak ∈ L(A′).
b) Existujı́ stavy K1, . . . ,Kk ∈ Q′ tak, že

δ′(q′0, a1) = K1,
δ′(K1, a2) = K2,

...
δ′(Kk−1, ak) = Kk a Kk ∈ F ′.

c) Existujı́ stavy K1, . . . ,Kk ∈ Q′ tak, že⋃
q∈q′0

δ(q, a1) = K1 (tj. δ(q0, a1) = K1),⋃
q∈K1

δ(q, a2) = K2,

...⋃
q∈Kk−1

δ(q, ak) = Kk a Kk ∈ F ′.

d) Existujı́ stavy q1, . . . , qk ∈ Q tak, že

q1 ∈ δ(q0, a1),
q2 ∈ δ(q1, a2),

...
qk ∈ δ(qk−1, ak) a qk ∈ F .

22



e) Existujı́ stavy q1, . . . , qk ∈ Q tak, že
(q0, w) = (q0, a1 · · · ak) ` (q1, a2 · · · ak) ` . . . ` (qk, ε) a qk ∈ F .

f) w ∈ L(A).

Nynı́ k ekvivalenci mezi c) a d). V přı́padě k = 1 je ověřenı́ triviálnı́. Uvažujme proto
nadále k > 1.

• Necht’platı́ tvrzenı́ d). Tvrzenı́ c) pak bude splněno, položı́me-li
K1 = δ(q0, a1), K2 =

⋃
q∈K1

δ(q, a2), . . . , Kk =
⋃

q∈Kk−1

δ(q, ak). Potom

q1 ∈ K1,
q2 ∈ K2, nebot’q2 ∈ δ(q1, a2) a δ(q1, a2) ⊆

⋃
q∈K1

δ(q, a2) = K2

na základě vztahu q1 ∈ K1,
...

qk ∈ Kk, nebot’qk ∈ δ(qk−1, ak) a δ(qk−1, ak) ⊆
⋃

q∈Kk−1

δ(q, ak) = Kk

na základě vztahu qk−1 ∈ Kk−1.

Protože je navı́c qk ∈ F , dostáváme qk ∈ Kk∩F , což znamená, že Kk∩F 6= ∅,
a tedy Kk ∈ F ′.

• Necht’ platı́ tvrzenı́ c). Potom ze vztahu Kk ∈ F ′ plyne podle definice mno-
žiny F ′, že Kk a F majı́ neprázdný průnik. Označme symbolem qk libovolný
prvek tohoto průniku. Pak qk∈F a qk∈Kk=

⋃
q∈Kk−1

δ(q, ak). Druhý vztah znamená

existenci takového stavu (označme jej qk−1), pro nějž platı́ δ(qk−1, ak) 3 qk

a qk−1 ∈ Kk−1. V přı́padě k > 2 je tedy qk−1 ∈
⋃

q∈Kk−2

δ(q, ak−1). Opakujeme-li

uvedený postup, dostáváme posloupnost qk,qk−1, . . . , q1vyhovujı́cı́ tvrzenı́ d).

Důsledek 1.44. Třı́da nedeterministických konečných automatů má stejnou výpočetnı́ sı́lu jako Nedeterministické
konečné automaty
majı́ stejnou
výpočetnı́ sı́lu jako
konečné automaty.

třı́da konečných automatů.

Důkaz. Ke každému NKA existuje ekvivalentnı́ KA podle věty 1.43. To, že platı́ i obrácené
tvrzenı́ (tj. ke každému KA existuje ekvivalentnı́ NKA), plyne z prosté úvahy, že každý KA může
být chápán jako speciálnı́ přı́pad NKA, a sice NKA s přechodovou funkcı́, jejı́mž výsledkem je
pro libovolnou dvojici (stav, symbol) jednoprvková množina.

1.3.3 Vztah konečných automatů k regulárnı́m jazykům

Průvodce studiem

Jak již bylo uvedeno v pasáži věnované Chomského hierarchii, jednoduššı́ formálnı́ jazyky
lze zpracovávat pomocı́ jednoduššı́ch automatů než jazyky složitějšı́. Nejjednoduššı́mi
jazyky z Chomského hierarchie jsou regulárnı́ jazyky – jejich protipólem ve škále automatů
budou právě konečné automaty. Dı́ky důsledku 1.44 je dokonce nepodstatné, zda vzájemný
vztah regulárnı́ch jazyků ke konečným automatům budeme zkoumat prostřednictvı́m KA
nebo NKA.

Věta 1.45. Ke každé regulárnı́ gramatice G existuje NKA M takový, že L(G) = L(M).

Důkaz. Necht’ G = (N,Σ, P, S) je libovolně zvolená regulárnı́ gramatika. Sestrojı́me nynı́
NKA M = (Q,Σ, δ, q0, F ), který přijı́má jazyk L(G).
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Průvodce studiem

Základnı́ idea konstrukce bude spočı́vat ve ztotožněnı́ neterminálů gramatiky G se stavy
automatu M . Vygenerovánı́ terminálnı́ho symbolu v jednom odvozovacı́m kroku G bude
u M odpovı́dat přečtenı́ téhož (tentokrát vstupnı́ho) symbolu v jednom výpočetnı́m kroku.
V této souvislosti je zřejmé, že když G končı́ své odvozenı́, nenı́ v odvozeném řetězu žádný
neterminál; této situaci však musı́ u automatu M odpovı́dat nějaký koncový stav – obecně
nemůže jı́t o žádný stav totožný s nějakým neterminálem, ale jako jediný bude zaveden
nově.

Položı́me
Q = N ∪ {A}, kde A 6∈ N (tj. A je nově dodaný symbol),
q0 = S,

F =

{
{A,S}, právě když S → ε ∈ P
{A} jinak.

Dále pro všechna B ∈ Q, a ∈ Σ
1) položı́me δ(B, a) = ∅ (připomeňte si, že definice přechodové funkce NKA připouštı́

tuto možnost),
2) pro každé pravidlo B → aC ∈ P rozšı́řı́me množinu δ(B, a) o stav C,
3) v přı́padě B → a ∈ P rozšı́řı́me množinu δ(B, a) o stav A.

Nynı́ ověřı́me, že L(G) = L(M).
1) ε ∈ L(G), právě když S → ε ∈ P . To je podle definice množiny F ekvivalentnı́ vztahu

S ∈ F čili q0 ∈ F , což nastává, právě když ε ∈ L(M).
2) Necht’ a ∈ Σ. Potom je a ∈ L(G), právě když S → a ∈ P . To je podle definice

množiny δ(S, a) ekvivalentnı́ vztahu A ∈ δ(S, a) neboli (q0, a) = (S, a) ` (A, ε),
což platı́, právě když a ∈ L(M).

3) Necht’ w ∈ Σ+ je délky alespoň 2, tj. w = a1 · · · ak, kde a1, . . . , ak ∈ Σ a k ≥ 2.
Označme navı́c S = B0. Pak jsou na základě přı́slušných definic ekvivalentnı́ následujı́cı́
tvrzenı́.

a) w ∈ L(G).
b) S ⇒∗ a1 · · · ak (čili B0 ⇒∗ a1 · · · ak).
c) V množině N existujı́ neterminály B1, . . . , Bk−1 takové, že

S = B0 ⇒ a1B1 ⇒ . . . ⇒ a1 · · · ak−1Bk−1 ⇒ a1 · · · ak.
d) V množině P existujı́ pravidla B0→a1B1, . . . , Bk−2→ak−1Bk−1, Bk−1→ak.
e) V množině Q existujı́ stavy B1, . . . , Bk−1 takové, že

B1 ∈ δ(B0, a1), . . . , Bk−1 ∈ δ(Bk−2, ak−1), A ∈ δ(Bk−1, ak).
f) U NKA M existuje posloupnost kroků výpočtu
(S, a1 · · · ak) = (B0, a1 · · · ak) ` (B1, a2 · · · ak) ` . . . ` (Bk−1, ak) ` (A, ε).

g) w ∈ L(M).

Při přechodu od KA k regulárnı́ gramatice budeme využı́vat následujı́cı́ pomocné tvrzenı́.

Lemma 1.46. Necht’ G = (N,Σ, P, S) je gramatika obsahujı́cı́ pouze pravidla
a) A → β, kde A ∈ N a β ∈ Σ ∪ ΣN,
b) S → ε.

Pak existuje regulárnı́ gramatika G′ taková, že L(G) = L(G′).

Průvodce studiem

Všimněte si, že gramatika G by splňovala definici regulárnı́ gramatiky, pokud by nepři-
pouštěla možnost výskytu S na pravých stranách svých pravidel.
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Důkaz. Z libovolné gramatiky G = (N,Σ, P, S) splňujı́cı́ předpoklady lemmatu lze vytvořit
požadovanou regulárnı́ gramatiku G′ následovně.

1) K množině neterminálů přidáme nový počátečnı́ neterminál S′ a pro každé pravidlo
S → α ∈ P rozšı́řı́me množinu pravidel o S′ → α.

Těmito úpravami budeme mı́t zajištěnu existenci pravidla S′ → ε a navı́c se nový
počátečnı́ symbol S′ nebude vyskytovat na pravé straně žádného pravidla.

2) Z množiny pravidel odstranı́me S → ε a naopak ke každému pravidlu A → aS
přidáme pravidlo A → a.

Provedené úpravy zaručujı́ splněnı́ podmı́nek požadovaných po pravidlech regulárnı́
gramatiky.

Zbývá ověřit, že jazyky generované gramatikami G a G′ jsou stejné. Toto ověřenı́ lze provést
stejným způsobem, jaký je použit v důkazu věty 1.45.

Věta 1.47. Ke každému KA M existuje regulárnı́ gramatika G taková, že L(M) = L(G).

Důkaz. Necht’M = (Q,Σ, δ, q0, F ) je KA. V prvnı́ fázi sestrojı́me k M gramatiku G̃, která
bude generovat jazyk L(M) a která nebude z požadavků kladených na regulárnı́ gramatiku
splňovat pouze absenci počátečnı́ch neterminálů S na pravých stranách pravidel navzdory přı́-
tomnosti pravidla S → ε. Převod na požadovanou regulárnı́ gramatiku nám zajistı́ lemma 1.46.

Průvodce studiem

Základnı́ idea konstrukce G̃ bude spočı́vat ve ztotožněnı́ neterminálů gramatiky G̃ se stavy
automatu M . Přečtenı́ vstupnı́ho symbolu v jednom kroku výpočtu automatu M bude
u G̃ odpovı́dat vygenerovánı́ téhož (tentokrát terminálnı́ho) symbolu v jednom odvozova-
cı́m kroku. Zakončenı́ výpočtu M , indikovanému přechodem do některého z koncových
stavů, musı́ pochopitelně odpovı́dat použitı́ pravidla bez jakéhokoliv neterminálu na pravé
straně – tı́m je znemožněno pokračovánı́ derivace, nebot’v odvozovaném řetězu pak chybı́
neterminál, který by bylo možno dále přepisovat.

Položme G̃ = (N,Σ, P, S), kde

N = Q,
S = q0,
P = {B → aC; a ∈ Σ, B,C ∈ Q : δ(B, a) = C} ∪

{B → a; a ∈ Σ, B ∈ Q : δ(B, a) ∈ F} ∪ {S → ε; S ∈ F}.

Ověřı́me, že L(G) = L(G̃):

1) ε ∈ L(M), právě když q0 ∈ F neboli S ∈ F . To je podle definice množiny P
ekvivalentnı́ vztahu S → ε ∈ P , což nastává (viz pravidla z P ), právě když ε ∈ L(G̃).

2) Necht’ a ∈ Σ. Potom je a ∈ L(M), právě když (q0, a) = (S, a) ` (X, ε) a X ∈ F
neboli δ(S, a) ∈ F . To je podle definice množiny P ekvivalentnı́ vztahu S → a ∈ P ,
což platı́, právě když a ∈ L(G̃).

3) Necht’ w ∈ Σ+ je délky alespoň 2, tj. w = a1 · · · ak, kde a1, . . . , ak ∈ Σ a k ≥ 2.
Označme navı́c S = B0. Pak jsou na základě přı́slušných definic ekvivalentnı́ následujı́cı́
tvrzenı́.

a) w ∈ L(M).
b) U konečného automatu M existuje výpočet
(q0, a1 · · · ak) = (B0, a1 · · · ak) ` (B1, a2 · · · ak) ` . . . ` (Bk, ε) a Bk ∈ F .

c) V množině Q existujı́ stavy B1, . . . , Bk takové, že
δ(q0, a1) = δ(B0, a1) = B1, . . . , δ(Bk−1, ak) = Bk a Bk ∈ F .

d) V množině P existujı́ pravidla B0→a1B1, . . . , Bk−2→ak−1Bk−1, Bk−1→ak.
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e) S = B0 ⇒∗ a1 · · · ak.
f) w ∈ L(G̃).

Vzhledem k tomu, že gramatika G̃ může mı́t počátečnı́ symbol S (= q0) na pravých stranách
svých pravidel a obsahuje pravidlo S → ε, nemusı́ jı́t obecně o regulárnı́ gramatiku. Splňuje
však předpoklady lemmatu 1.46. Existuje tedy regulárnı́ gramatika G generujı́cı́ stejný jazyk.
Tı́mto jazykem je L(M) a důkaz je hotov.

Důsledek 1.48. Třı́da regulárnı́ch jazyků je rovna třı́dě jazyků přijı́maných konečnými auto- Každý regulárnı́
jazyk lze popsat
regulárnı́
gramatikou nebo
konečným
automatem.

maty.

Důkaz. Jde o přı́mý důsledek vět 1.45, 1.47 a důsledku 1.44.

Shrnutı́
KA je zařı́zenı́ vybavené konečněstavovou řı́dicı́ jednotkou, čtecı́ hlavou a vstupnı́ páskou
konečné délky. Každý KA je jednoznačně určen

– množinou stavů (v nichž se může nacházet řı́dicı́ jednotka),
– vstupnı́ abecedou Σ (slova nad Σ sloužı́ jako jediné možné vstupy pro daný KA),
– přechodovou funkcı́ δ (která každé dvojici stav a symbol vstupnı́ abecedy přiřazuje stav),
– jednı́m vyznačeným stavem (tzv. počátečnı́m stavem – v něm bude řı́dicı́ jednotka před

zahájenı́m práce daného KA, at’je na vstupu jakékoli vstupnı́ slovo),
– vyznačenou podmnožinou množiny stavů (tzv. množinou koncových stavů – pokud se

KA po „přečtenı́“ vstupnı́ho slova bude nacházet v některém z koncových stavů, budeme
řı́kat, že dané vstupnı́ slovo je automatem přijato).

Výpočet každého KA je tvořen posloupnostı́ kroků výpočtu – v každém z nich KA přečte
symbol pod čtecı́ hlavou, posune čtecı́ hlavu o jedno polı́čko doprava a přejde do stavu určeného
přechodovou funkcı́ (která dvojici výchozı́ stav a přečtený symbol přiřazuje „nový“ stav).

V průběhu výpočtu se měnı́ tzv. konfigurace KA, tj. situace, v nı́ž se KA nacházı́ a která je
charakterizována aktuálnı́m stavem a dosud nepřečtenou částı́ vstupnı́ho slova. Každý výpočet
začı́ná v počátečnı́ konfiguraci, která je určena počátečnı́m stavem a vstupnı́m slovem na pásce
(se čtecı́ hlavou nad 1. symbolem tohoto slova). Výpočet končı́ v okamžiku, kdy byl proveden
poslednı́ možný krok výpočtu, tj. když byl přečten poslednı́ symbol vstupnı́ho slova. Výsledná
konfigurace je charakterizována dvojicı́ stav a prázdný řetěz. Pokud je stav KA ve výsledné
konfiguraci jednı́m z koncových stavů, řı́káme, že KA přijal své vstupnı́ slovo. Množina všech
slov, jež jsou přijı́mána, tvořı́ jazyk přijı́maný konečným automatem.

NKA se od KA odlišuje v následujı́cı́ch ohledech: Přechodová funkce NKA zobrazuje
každou dvojici stav a vstupnı́ symbol na množinu „přı́pustných“ stavů. Krok výpočtu NKA pak
znamená přechod z aktuálnı́ho stavu na základě čteného symbolu do některého z „přı́pustných“
stavů, přičemž množina „přı́pustných“ stavů je určena přechodovou funkcı́. Výpočet NKA se
tak v některých okamžicı́ch může větvit do vı́ce variant. Pokud pro zadané vstupnı́ slovo existuje
alespoň jedna varianta, kdy skončı́ NKA svůj výpočet v některém z koncových stavů, řı́káme,
že NKA přijı́má dané slovo. Množina všech slov nad vstupnı́ abecedou, jež jsou přijı́mána,
tvořı́ jazyk přijı́maný nedeterministickým konečným automatem.

Třı́da všech nedeterministických konečných automatů má stejnou výpočetnı́ sı́lu jako třı́da
všech konečných automatů, tj. ke každému NKA existuje KA přijı́majı́cı́ tentýž jazyk a naopak.

Třı́da všech jazyků přijı́maných konečnými automaty je rovna třı́dě regulárnı́ch jazyků, tj.
třı́dě všech jazyků generovatelných regulárnı́mi gramatikami.

Pojmy k zapamatovánı́
• Konečný automat (KA),
• nedeterministický konečný automat (NKA),
• stav,
• vstupnı́ abeceda,
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• přechodová funkce,
• počátečnı́ stav,
• množina koncových stavů,
• konfigurace,
• krok výpočtu,
• výpočet,
• jazyk přijı́maný KA a NKA,
• ekvivalence strojů,
• stejná výpočetnı́ sı́la třı́d strojů.

Kontrolnı́ otázky
1. Může být počátečnı́ stav KA (NKA) obsažen v množině koncových stavů?
2. Jaký je rozdı́l mezi stavem a konfiguracı́ KA (NKA)?
3. Kolik různých jazyků může nejvýše přijı́mat jediný KA (NKA)?

Cvičenı́
1. Najděte KA přijı́majı́cı́ jazyk a) L = ∅,

b) L = {ε},
c) L = {w ∈ {1}+; |w| nenı́ dělitelná 3},
d) L = Σ∗.

2. Najděte KA i NKA přijı́majı́cı́ jazyk L = {w ∈ {a, b}∗; ∃v ∈ {a, b}∗ : w = vbb}.
3. S využitı́m důkazu věty 1.43 sestavte KA přijı́majı́cı́ tentýž jazyk jako NKA s následujı́-

cı́m stavovým diagramem:

1

2

b a , b

a

Úkoly k textu

1. Zjistěte, zda je v souladu s definicı́ NKA to, že ve stavovém diagramu na obrázku 4 nenı́
např. ve stavu q3 vyznačen žádný přechod pro symbol 0.

2. Dokončete důkaz lemmatu 1.46.

3. V některých knihách lze nalézt odlišnou definici KA:
Nenı́ vyžadováno, aby byla přechodová funkce definována pro libovolnou dvojici

stav a vstupnı́ symbol. V přı́padě, že takto definovaný KA A′ při výpočtu nad nějakým
vstupnı́m slovem nemá v některém okamžiku definován krok výpočtu, je toto slovo
zamı́tnuto, tj. nepatřı́ do jazyka přijı́maného KA A′.

Dokažte, že výpočetnı́ sı́la konečných automatů podle této i našı́ definice zůstává
stejná.
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Řešenı́
1. a) Zadánı́ vyhovuje např. každý KA s prázdnou množinou koncových stavů.

b) Např. KA se stavovým diagramem q0 q1
1 1

c) Např. KA se stavovým diagramem

q2

q1q0
1

1 1

d) Zadánı́ splňuje např. každý KA s množinou koncových stavů rovnou celé množině stavů.

2. Uvedený jazyk přijı́má např.

a) KA se stavovým diagramem

q2

q1q0

a b

a

b

a

b

,

b) NKA se stavovým diagramem q2q1q0
b

a , b

b
.

3. K NKA ze zadánı́ bude ekvivalentnı́ KA A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F
′), kde

Q′ = {∅, {1}, {2}, {1, 2}},
Σ = {a, b},
přechodová funkce δ′ je definována:

δ′(∅, a) = ∅,
δ′(∅, b) = ∅,
δ′({1}, a) = {1, 2},
δ′({1}, b) = {2},
δ′({2}, a) = ∅,
δ′({2}, b) = {1},
δ′({1, 2}, a) = {1, 2} (nebot’ δ(1, a) ∪ δ(2, a) = {1, 2}),
δ′({1, 2}, b) = {1, 2} (nebot’ δ(1, b) ∪ δ(2, b) = {1, 2}),

q′0 = {1},
F ′ = {{1}, {1, 2}}.

Uvedený KA A′ přehledně popisuje stavový diagram:

2 ∅

a , b
b

a

1,2

a , b

1
a 

b

28



1.4 Regulárnı́ výrazy

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ umět definovat regulárnı́ výrazy i jim
přı́slušné jazyky. Bude znát vztah mezi regulárnı́mi výrazy a regulárnı́mi jazyky. Dále zı́ská
rámcovou představu o vzájemných převodech mezi regulárnı́mi výrazy a konečnými automaty.

Klı́čová slova: Regulárnı́ výraz.

Potřebný čas: 60 minut.

Dosud jsme si uvedli dva formalismy vedoucı́ k regulárnı́m jazykům: regulárnı́ gramatiky
a konečné automaty. Nynı́ si uvedeme formalismus třetı́, a sice regulárnı́ výrazy. Jeho výraznou
přednostı́ bude veliká názornost, co se týče tvaru slov popisovaného regulárnı́ho jazyka. Tato
výhoda vede k častému použı́vánı́ regulárnı́ch výrazů zejména v počı́tačovém zpracovávánı́
textů.

Definice 1.49. Necht’ Σ je abeceda neobsahujı́cı́ symboly ε, ∅,+, ·, ∗, (, ). Řekneme, že R je
regulárnı́ výraz nad Σ, jestliže je R rovno některému z následujı́cı́ch symbolů či výrazů:

• ∅,
• ε,
• a, kde a ∈ Σ,
• (R1 +R2), kde R1, R2 jsou regulárnı́ výrazy,
• (R1 ·R2), kde R1, R2 jsou regulárnı́ výrazy,
• (R1)∗, kde R1 je regulárnı́ výraz.

Průvodce studiem

Nepřikládejte v tuto chvı́li žádný konkrétnı́ význam symbolům použitým v definici re-
gulárnı́ch výrazů. Tzn. regulárnı́ výraz ε je výraz tvořený symbolem ε, nikoliv tvořený
prázdným řetězem. Podobně regulárnı́ výraz ∅. Rozlišujte tedy mezi jmény objektů a ob-
jekty vlastnı́mi. Regulárnı́ výrazy jsou tak posloupnosti symbolů. Zanedlouho se dozvı́te,
jak každou takovou posloupnost interpretovat čili jaký jazyk jı́ přiřadit.

Přı́klad 1.50. Necht’ Σ = {a, b}. Uved’me několik přı́padů regulárnı́ch výrazů nad abece-
dou Σ:

• (a+ b)∗,
• ((ε+ (b · a))∗ · a).

Následujı́cı́ posloupnosti nejsou žádnými regulárnı́mi výrazy, nebot’nemajı́ požadovanou syn-
taxi:

• +b,
• (a+ b)).

Velké množstvı́ závorek v regulárnı́ch výrazech dle definice 1.49 způsobuje značnou nepře-
hlednost, a proto jsou běžně vynechávány stejně jako symbol · . Toto vynechánı́ však musı́ být
doplněno o informaci, jakou prioritu máme přisuzovat symbolům+, · a ∗, jež budou odpovı́dat
množinovým operacı́m sjednocenı́, zřetězenı́ a uzávěru. Použı́vaná priorita bude: ∗ má přednost Konvence pro

zjednodušenı́
zápisu regulárnı́ch
výrazů

před · a · má přednost před +. Např. a konvenčně označuje (a),
a∗+ ab konvenčně označuje ((a)∗ + (a · b)).

V přı́padě dvou nebo vı́ce po sobě jdoucı́ch symbolů+ (nebo ·) se závorky sdružujı́ doleva. Tj.
např.

a+ b+ c zkracuje zápis ((a+ b) + c).

Před definicı́ jazyka přiřazeného regulárnı́mu výrazu si zaved’me pojem uzávěru jazyka.

29



Definice 1.51. Necht’Σ je abeceda a L je jazyk nadΣ. Uzávěr jazyka značı́me L∗ a definujeme Uzávěr jazyka L je
roven sjednocenı́
všech nezáporných
celých mocnin
jazyka L.

následovně:

L∗ =
+∞⋃
i=0

Li, kde L0
def
= {ε},

Li def
= Li−1 · L pro všechna i > 0.

Průvodce studiem

Li−1 · L označuje zřetězenı́ jazyků (množin) Li−1 a L zavedené v kapitole 1.1.

Přı́klad 1.52. Uvažme jazyk L = {a, b2}. Potom

L0 = {ε},
L1 = L0 · L = {ε} · {a, b2} = {a, b2},
L2 = L1 · L = {a, b2} · {a, b2} = {a2, ab2, b2a, b4},
L3 = L2 · L = {a2, ab2, b2a, b4} · {a, b2} = {a3, a2b2, ab2a, ab4, b2a2, b2ab2, b4a, b6},
atd.

Podle definice je L∗ = L0 ∪ L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ . . . V našem přı́padě tedy L∗ obsahuje všechny
řetězy nad abecedou {a, b}, jež mohly vzniknout zřetězenı́m jakýchkoli počtů řetězů ε, a a b2

v libovolném pořadı́, a žádné jiné.

Definice 1.53. Necht’ Σ je abeceda. Pak každý regulárnı́ výraz R nad abecedou Σ popisuje
jazyk L(R) nad Σ definovaný rekurzivně:

L(R) =



∅, jestliže R = ∅,
{ε}, jestliže R = ε,
{a}, jestliže R = a, kde a ∈ Σ,
L(R1) ∪ L(R2), jestliže R = R1 +R2, kde R1, R2 jsou regulárnı́ výrazy nad Σ,
L(R1) · L(R2), jestliže R = R1 ·R2, kde R1, R2 jsou regulárnı́ výrazy nad Σ,
[L(R1)]

∗, jestliže R = (R1)∗, kde R1 je regulárnı́ výraz nad Σ.

Přı́klad 1.54. Necht’ R = ab(a+ b)∗ je regulárnı́ výraz nad abecedou {a, b}. Pak je zřejmě

L(R) = L(R1) · L(R2) · L(R3),
kde

R1 = a, tj. L(R1) = {a},
R2 = b, tj. L(R2) = {b},
R3 = (a+ b)∗, tj. L(R3) = ({a} ∪ {b})∗ = {a, b}∗.

Odtud

L(R) = {w ∈ {a, b}∗; ∃v ∈ {a, b}∗ : w = abv}.

(Tzn L(R) neobsahuje žádný řetěz nad abecedou {a, b}, který nezačı́ná podřetězem ab.)

Přı́klad 1.55. Regulárnı́ výraz (a2 + b)c∗ zřejmě popisuje jazyk zahrnujı́cı́ všechna slova
začı́najı́cı́ podřetězem a2 nebo b následovaným libovolným (i nulovým) počtem c.

Průvodce studiem

Populárně řečeno, při zjišt’ovánı́ slov jazyka popsaného regulárnı́m výrazem si stačı́ uvědo-
mit, že symbol+ znamená výběr z poskytnutých možnostı́ a ∗ znamená možnost libovolného
(i nulového) počtu opakovánı́.
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Věta 1.56. Třı́da regulárnı́ch jazyků je rovna třı́dě jazyků popsatelných regulárnı́mi výrazy. Regulárnı́ výrazy
popisujı́ třı́du
regulárnı́ch jazyků.Důkaz. Přesný a úplný důkaz je zdlouhavý (viz např. [Sip97] nebo [Chy82]). Proto si uvedeme

jen ideje, s jejichž pomocı́ jej lze provést. Popis rozdělı́me do dvou částı́. Vzhledem k větě 1.48,
podle nı́ž je třı́da regulárnı́ch jazyků rovna třı́dě jazyků přijı́maných konečnými automaty, stačı́
umět převést každý regulárnı́ výraz na NKA reprezentujı́cı́ tentýž jazyk a umět převést každý
KA na odpovı́dajı́cı́ regulárnı́ výraz.

I. Převod regulárnı́ho výrazu R na odpovı́dajı́cı́ NKA:

NKA přijı́majı́cı́ jazyk L(R) bude popsán stavovým diagramem sestaveným posloup-
nostı́ následujı́cı́ch kroků.

1) Sestavı́me orientovaný graf se dvěma uzly označenými x a y, z uzlu x
vede do uzlu y hrana označená výchozı́m regulárnı́m výrazem R a uzel y
je znázorněn dvojitým kroužkem. Navı́c přidáme šipku mı́řı́cı́ do uzlu x:

R
yx

2) Postupně budeme rozkládat regulárnı́ výraz R na jednotlivé složky, z nichž je
sestaven. Rozklad doprovázı́me změnami grafu podle následujı́cı́ch pravidel.

i j
A⋅B nahradı́me i kA jB

i jA+B nahradı́me i j
A

B

i jA* nahradı́me i k
ε

j
ε

A

3) Odstranı́me hrany označené ∅ a upravı́me výsledek tak, aby neobsahoval žádné
hrany označené ε. Tj. např.

b
yx

i
ε

j
ε

a

b

přepı́šeme na

b yx

a

Demonstrace uvedeného postupu pro přı́pad R = (ab)∗(aa+ bb)(a+ b)∗:

a)
(a⋅b)*(aa+bb)(a+b)* yx

b)
(a+b)*

yx 5 6
(a⋅b)* aa+bb
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c) yx
ε ε

4

a⋅b

ε ε
7

a+b

5 6
bb

aa

d)
ε

5 6

b

ε

3

2

x
ε

4

1

b a

b

a a

y
ε

7

a

b

e)

b

3

2

x

1

b a

b

a a
y

a

b

II. Převod KA A na odpovı́dajı́cı́ regulárnı́ výraz:

Postupně budeme upravovat stavový diagram konečného automatu A, dokud nezı́skáme

mı́rně modifikovaný orientovaný graf tvaru
R

yx , kde hrana

mezi uzly x a y je označena regulárnı́m výrazem R popisujı́cı́m právě jazyk L(A).

Průvodce studiem

Zde se nabı́zı́ obrácený postup k části I. Ne vždy však budete mı́t zaručeno, že ze stavového
diagramu KA dospějete k výchozı́ situaci části I. Viz např.

a aq0 q2q1

a

Zaručenou, i když delšı́ metodu naleznete nı́že.

Použijeme posloupnost následujı́cı́ch úprav.

1) Ke stavovému diagramu A přidáme nový počátečnı́ uzel x, z něj vedeme do
původnı́ho počátečnı́ho uzlu q0 hranu s označenı́m ε a do všech ostatnı́ch uzlů
vedeme hrany s označenı́m ∅. Dále přidáme nový koncový uzel s označenı́m y,
do něj vedeme ze všech původnı́ch koncových uzlů hrany s označenı́m ε a ze
všech ostatnı́ch uzlů do něj vedeme hrany s označenı́m ∅. Posléze přeznačı́me
diagram tak, aby byl x (y) jediným počátečnı́m (koncovým) uzlem. Viz např.
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a

a

q1

q2

a , b

q0

b

b

nahradı́me

a

a

q1

q2

a , b

q0

b

b

x yε ε

∅ ε

∅ ∅

∅

2) S výjimkou uzlů x, y doplnı́me přı́padné chybějı́cı́ hrany mezi každými dvěma
uzly i přı́padné chybějı́cı́ smyčky. Nově dodané hrany označı́me symbolem ∅.
Např.

0,1

q1

q0x y
ε ∅

∅ ε

∅

0,1

nahradı́me

0,1

q1

q0x y
ε ∅

∅ ε

∅

0,1

∅

∅

3) Označenı́ každé hrany, které je tvaru a1, . . . , ak, přepı́šeme na regulárnı́ výraz
a1 + . . .+ ak. Tj. např.

a , b , c nahradı́me a + b +c

4) Postupně odstraňujeme všechny uzly s výjimkou x, y. Odstraněnı́ uzlu qz

provedeme následovně. Pro každou trojici uzlů (qi, qj , qz), kde máme

R3

qjqi

R1

R4

qz

R2

,

změnı́me označenı́ hrany mezi qi a qj na R4+R1(R2)∗R3. Tuto úpravu provedeme
i pro každou trojici uzlů (qi, qi, qz), tj. změnı́me označenı́ smyčky u uzlu qi.
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5) Závěrem máme výsledek tvaru
R

yx , kde R je hledaný

regulárnı́ výraz.

Průvodce studiem

Počı́tejte s tı́m, že R bude zbytečně komplikovaný. Téměř jistě bude obsahovat celou
řadu nadbytečných symbolů ε a ∅. Určitě byste si však věděli rady s tı́m, jak zjednodušit
podvýrazy tvaru a · ε, a · ∅, a+ ∅ nebo ∅∗.

Tı́m je náš popis ideje důkazu u konce.

Shrnutı́
Uzávěrem jazyka L rozumı́me sjednocenı́ všech nezáporných mocnin L, přičemž L0 označuje
jazyk obsahujı́cı́ pouze prázdný řetěz, L1 je L a Ln zı́skáme zřetězenı́m Ln−1 a L.

Množina všech regulárnı́ch výrazů nad abecedou Σ je zavedena induktivně: Kromě vý-
razů ∅, ε a všech symbolů ze Σ zahrnuje každý výraz tvaru (R1 +R2), (R1 ·R2) a (R1)∗, kde
R1, R2 jsou regulárnı́ výrazy.

Jazyk popsaný regulárnı́m výrazem R je definován jako množina slov L(R), k nı́ž se dá
dospět podobným induktivnı́m způsobem jako k regulárnı́mu výrazu R, a sice: Jestliže je
R = ∅ (ε, a), pak je L(R) = ∅ ({ε}, {a}). V přı́padě R = R∗

1 (R1 + R2, resp. R1 · R2) je
L(R) rovno uzávěru jazyka L(R1) (sjednocenı́, resp. zřetězenı́ jazyků L(R1) a L(R2)).

Platı́, že třı́da všech jazyků popsatelných regulárnı́mi výrazy je rovna třı́dě regulárnı́ch ja-
zyků. Regulárnı́ výrazy nám tak vedle regulárnı́ch gramatik a konečných automatů nabı́zejı́
dalšı́ způsob reprezentace regulárnı́ch jazyků.

Pojmy k zapamatovánı́
• Uzávěr jazyka,
• regulárnı́ výraz,
• jazyk popsaný regulárnı́m výrazem.

Kontrolnı́ otázky
1. Je jazyk popsaný regulárnı́m výrazem a) (a+ ba)(ε+ a)∗

b) aba(ab+ a)(ε∗ + a)
c) (∅+ a)∗b(a+ ε)

konečný nebo nekonečný?
2. Lze každý jazyk popsaný regulárnı́m výrazem generovat pomocı́ bezkontextové grama-

tiky?

Cvičenı́
1. Jak vypadá jazyk popsaný regulárnı́m výrazem R1 = (a+ aa)(ba)∗ba?
2. Najděte alespoň jedno slovo nepatřı́cı́ do jazyka (nad abecedou {a, b}) popsaného regu-

lárnı́m výrazem R2 = a∗b∗.
3. Převed’te regulárnı́ výraz R3 = a(b+ (a+ ε)∗)∗ na NKA reprezentujı́cı́ tentýž jazyk.
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Úkoly k textu

1. Ověřte, že regulárnı́ výrazy b · ε, b · ∅, b + ∅ a ∅∗ po řadě popisujı́ tytéž jazyky jako
regulárnı́ výrazy b, ∅, b a ε.

2. Promyslete si detailně, zda totéž označenı́ symbolem ∗ u uzávěru abecedy a u uzávěru
jazyka má nějakou souvislost.

Řešenı́
1. L(R1) = {a(ba)n; n ∈ N} ∪ {a2(ba)n; n ∈ N}.
2. Do jazyka L(R2) nepatřı́ žádné slovo, v němž se vyskytuje alespoň jedno a po symbolu b.

3. a)
a(b+(a+ε)*)*

yx

b) yx a (b+(a+ε)*)*

c)
ε

yx a ε

b+(a+ε)*

d)
ε

yx a ε

b

(a+ε)*

e)
ε

yx a ε

b

ε

a+ε

ε

f)
ε

yx a ε

b

ε

a

ε

ε
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g) yx a

b

a

1.5 Zásobnı́kové automaty

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ schopen formálně popsat zásobnı́kový
automat a dva různé způsoby, jakými přijı́má jazyk. Měl by být schopen objasnit vztah mezi
zásobnı́kovými automaty a bezkontextovými gramatikami.

Klı́čová slova: Zásobnı́kový automat, nedeterministický zásobnı́kový automat.

Potřebný čas: 120 minut.

Dalšı́m automatem, se kterým se seznámı́me, je zásobnı́kový automat. Půjde o stroj, který si ZA ∼ NKA
rozšı́řený
o zásobnı́k

můžeme představit jako NKA rozšı́řený o pamět’typu zásobnı́k. Toto rozšı́řenı́ povede k jistým
odlišnostem vyplývajı́cı́m z nutnosti efektivně pracovat s uvedeným pamět’ovým zařı́zenı́m.

Průvodce studiem

Pro úplnost si připomeňme, že zásobnı́k představuje takový typ paměti, jenž umožňuje
ukládat symboly z jisté abecedy; při vyjı́mánı́ je však přı́stupný pouze posledně uložený
symbol, nebyl-li mezitı́m ze zásobnı́ku vyňat – v takovém přı́padě je přı́stupný bezprostředně
předcházejı́cı́ symbol, atd. Odtud vyplývá, že přı́stup k libovolnému symbolu v zásobnı́ku
zı́skáme, odebereme-li ze zásobnı́ku všechny později uložené symboly.

V souladu s běžně užı́vanou konvencı́ budeme nazývat poslednı́ obsazenou pamět’ovou buňku
(nebo chcete-li polı́čko) vrcholem zásobnı́ku – vycházı́me z představy svislého uspořádánı́
pamět’ových buněk, přičemž je zaplňujeme odspodu nahoru.

Průvodce studiem

Pokud jste pozapomněli, z čeho sestává a jak pracuje NKA, raději si před studiem dalšı́ho
textu přı́slušné partie kapitoly 1.3 zopakujte.

Konkrétně lze tedy zásobnı́kový automat chápat jako zařı́zenı́ z obr. 5 skládajı́cı́ se
• z řı́dicı́ jednotky, která se může nacházet v některém z konečně mnoha stavů,
• ze vstupnı́ pásky stejné délky jako vstupnı́ slovo, jež je na nı́ zapsáno,
• ze čtecı́ho zařı́zenı́ umožňujı́cı́ho řı́dicı́ jednotce čı́st symbol z toho polı́čka vstupnı́ pásky,

nad nı́mž se nacházı́ čtecı́ hlava,
• ze zásobnı́ku představovaného potenciálně nekonečnou páskou (dělenou na jednotlivá

polı́čka, přičemž na každém polı́čku může být nejvýše jeden symbol z takzvané zásob-
nı́kové abecedy),

• ze čtecı́ho a zapisovacı́ho zařı́zenı́ umožňujı́cı́ho řı́dicı́ jednotce čı́st i odstraňovat symbol
z vrcholu zásobnı́ku a zapisovat symboly „nad vrchol zásobnı́ku“.
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vstupní páskaa c c a c a

Řídicí jednotka
čtecí hlava

x
x
z

čtecí a zapisovací hlava

zásobník

Obrázek 5: Ilustrace zásobnı́kového automatu

Průvodce studiem

Potenciálně nekonečnou pásku si můžete představit jako konečnou pásku, k nı́ž lze kdykoli
v přı́padě potřeby přidat konečně mnoho dalšı́ch polı́ček. Vzdálenou analogii by mohla
představovat situace ukládánı́ dat na CD – jakmile jedno zaplnı́te, položı́te je na hromadu
a do vypalovacı́ mechaniky vložı́te dalšı́ CD.

Jak bude probı́hat činnost výše uvedeného zařı́zenı́?

Výchozı́ předpoklady: Neformálnı́ popis
činnosti ZA1) Na vstupnı́ pásce bude zapsáno slovo tvořené ze symbolů vstupnı́ abecedy zá-

sobnı́kového automatu. Páska (dělená na jednotlivá polı́čka) bude mı́t na každém
polı́čku právě jeden symbol a délka pásky bude stejná jako délka vstupnı́ho slova,
tj. páska je konečné délky a na jejı́m konci nejsou žádná nevyužitá polı́čka.

2) Čtecı́ hlava je umı́stěna nad prvnı́m (tj. nejlevějšı́m) polı́čkem vstupnı́ pásky (a je
tedy nachystána ke čtenı́ 1. symbolu).

3) V zásobnı́ku je uložen jediný symbol – takzvaný počátečnı́ symbol.
4) Čtecı́ a zapisovacı́ hlava je umı́stěna nad vrcholem zásobnı́ku.
5) Zásobnı́kový automat se nacházı́ ve vyznačeném, takzvaném počátečnı́m stavu.

Průběh výpočtu: Vycházı́me z předpokladu, že řı́dicı́ jednotka má (dı́ky čtecı́ i čtecı́ a zapisovacı́
hlavě) vždy k dispozici informace o vstupnı́m symbolu a vrcholu zásobnı́ku. Výpočet
probı́há nedeterministicky, přičemž v každém okamžiku má zásobnı́kový automat na
výběr několik možnostı́ kroků výpočtu.

a) V prvnı́ řadě má možnosti plynoucı́ ze znalosti vstupnı́ho symbolu, aktuálnı́ho
stavu a symbolu z vrcholu zásobnı́ku. Každá z těchto možnostı́ zahrnuje nový stav
řı́dicı́ jednotky a (přı́padně prázdný) řetěz zásobnı́kových symbolů, jimiž bude
„přepsán“ vrchol zásobnı́ku. V uvedeném přı́padě automat přesune čtecı́ hlavu
nad vstupnı́ páskou o jedno polı́čko doprava, přejde do nového stavu, odstranı́
symbol z vrcholu zásobnı́ku a do zásobnı́ku zapı́še přı́slušný řetěz, tj. je-li prázdný,
nezapisuje nic, je-li délky 1, zapı́še jej namı́sto odstraněného symbolu, a je-li
délky alespoň 2, jeho 1. symbol zprava zapı́še do zásobnı́ku nejdřı́ve, pak zapı́še Řetěz bývá

do zásobnı́ku
ukládán „zprava
doleva“.

2. symbol zprava atd. (tzn. po provedenı́ zápisu se nejlevějšı́ symbol ocitne na
vrcholu zásobnı́ku).

b) V druhé řadě má možnosti obdobné bodu a), avšak lišı́cı́ se tı́m, že nenı́ vyžadována
žádná znalost vstupnı́ho symbolu. Tzn. automat pro svůj výpočetnı́ krok potřebuje
znát pouze aktuálnı́ stav a symbol z vrcholu zásobnı́ku. Výsledkem je potom
přechod do nového stavu a „přepsánı́“ vrcholu zásobnı́ku – jinými slovy, automat
„nepokračuje ve čtenı́ vstupnı́ho slova“, pouze měnı́ svůj stav a obsah zásobnı́ku.

Informace o tom, jak se má zásobnı́kový automat konkrétně zachovat, budou součástı́ jeho
popisu. Jmenovitě půjde o přechodovou funkci, která bude přiřazovat každé trojici (stav,
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symbol vstupnı́ abecedy nebo prázdný řetěz, symbol zásobnı́kové abecedy) množinu
dvojic tvaru (stav, řetěz zásobnı́kových symbolů).

Vyhodnocenı́ výpočtu: Uvedeme si dva způsoby, jak může zásobnı́kový automat přijı́mat
vstupnı́ slovo. Jeden způsob je naprosto analogický přijetı́ vstupnı́ho slova nedeterminis-
tickým konečným automatem, tj. je vyžadována existence „větve výpočtu“ končı́cı́ „po
přečtenı́ vstupnı́ho slova“ v některém z vyznačených koncových stavů. Druhý způsob
využı́vá přı́tomnosti pamět’ového zařı́zenı́ a vyžaduje existenci „větve výpočtu“ končı́cı́
„po přečtenı́ vstupnı́ho slova“ vyprázdněnı́m zásobnı́ku. U každého zásobnı́kového au-
tomatu pochopitelně výslovně uvedeme, který z popsaných způsobů přijı́mánı́ vstupnı́ch
slov budeme použı́vat.

Nynı́ přejdeme k formálnı́ definici zásobnı́kového automatu.

Definice 1.57. Zásobnı́kovým automatem (zkráceně ozn. ZA)4 nazýváme uspořádanou sedmici
(Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů,
Σ je vstupnı́ abeceda,
Γ je zásobnı́ková abeceda,
δ je přechodová funkce; zobrazuje Q × (Σ ∪ {ε}) × Γ do množiny všech konečných
podmnožin Q× Γ∗,
q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
Z0 ∈ Γ je počátečnı́ symbol,
F ⊆ Q je množina koncových stavů.

Průvodce studiem

V definici neklademe žádné omezujı́cı́ podmı́nky na vzájemný vztah vstupnı́ a zásobnı́kové
abecedy. To proto, aby bylo možno do zásobnı́ku ukládat jak přečtené vstupnı́ symboly
tak pomocné symboly, jež se ve vstupnı́ abecedě nevyskytujı́. Dalšı́ komentář – týkajı́cı́ se
přechodové funkce – odložı́me až za následujı́cı́ definici.

Definice 1.58. Mějme libovolný ZA A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ). Každou uspořádanou trojici
(q, w, α) ∈ Q× Σ∗ × Γ∗ nazveme konfiguracı́ zásobnı́kového automatu A.

Krok výpočtu A definujeme jako binárnı́ relaci ` (na množině všech konfiguracı́) takto: Pro
všechna p, q ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}, x ∈ Σ∗, Z ∈ Γ, α, β ∈ Γ∗ je (p, ax, Zα) ` (q, x, βα), právě
když δ(p, a, Z) obsahuje (q, β).

Symbolem `∗ budeme označovat reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace `, symbolem `+
tranzitivnı́ uzávěr relace `.

Výpočet zásobnı́kového automatu definujeme prostřednictvı́m relace `∗.

Průvodce studiem

Podobně, jako tomu bylo u KA a NKA, i v přı́padě ZA konfigurace jednoznačně popisuje
situaci, v nı́ž se stroj nacházı́ v průběhu výpočtu. Tuto situaci zřejmě určuje aktuálnı́ stav,
dosud nepřečtená část vstupnı́ho slova a aktuálnı́ obsah zásobnı́ku. Tj. konfiguraci (q, w, α)
odpovı́dá situace, kdy se daný ZA nacházı́ ve stavu q, dosud nepřečtená část vstupnı́ho slova
je rovna w a v zásobnı́ku je zapsán řetěz α, přičemž vrchol zásobnı́ku obsahuje nejlevějšı́
symbol řetězu α.

V definici kroku výpočtu si všimněte požadavku na neprázdný obsah zásobnı́ku. Jinak

4Zatı́mco KA bez jakéhokoliv přı́vlastku označoval deterministickou verzi uvedeného stroje, ZA bez dalšı́ho
přı́vlastku nám bude označovat verzi nedeterministickou – jednak v tomto textu deterministický zásobnı́kový
automat zavádět nebudeme, jednak je v literatuře tato „asymetrie“ běžná.
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řečeno, dojde-li v průběhu výpočtu k vyprázdněnı́ zásobnı́ku, nenı́ dalšı́ výpočetnı́ krok
definován.

Co se týče výpočetnı́ch variant, lze spatřit dva různé důvody nedeterminismu u ZA. Oba
vyplývajı́ z definice přechodové funkce. Jednak má ZA na výběr, zda čı́st nebo nečı́st vstupnı́
symbol, jednak výsledek přechodové funkce může nabı́zet různá přı́pustná pokračovánı́
výpočtu.

Tak napřı́klad pro δ(p, a, Z) = {(q1, a), (q2, ε)} a δ(p, ε, Z) = {(q3, Z), (q4, aZ)}
máme v binárnı́ relaci ` následujı́cı́ dvojice konfiguracı́:

(p, a, Z) ` (q1, ε, a),
(p, a, Z) ` (q2, ε, ε),
(p, a, Z) ` (q3, a, Z),
(p, a, Z) ` (q4, a, aZ).

Výpočet obsahujı́cı́ konfiguraci (p, a, Z) bude tedy zahrnovat čtyři „větve výpočtu“, z nichž
každá pokračuje po konfiguraci (p, a, Z) jinou z výše uvedených konfiguracı́.

Dvě různé přı́činy
nedeterminismu
u ZA

Jak bylo již dřı́ve předesláno, pro ZA lze zavést dva různé způsoby přijetı́ vstupnı́ho slova, což
obecně vede ke dvěma různým jazykům, jež přijı́má tentýž ZA.

Definice 1.59. Necht’A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je ZA.

a) Množinu L(A) = {w ∈ Σ∗; (q0, w, Z0) `∗ (qf , ε, α) pro nějaké qf ∈ F, α ∈ Γ∗}, ZA může jazyk
přijı́mat koncovým
stavem nebo
prázdným
zásobnı́kem.

nazveme jazykem přijı́maným (rozpoznávaným) zásobnı́kovým automatem A koncovým
stavem.

b) Množinu N(A) = {w ∈ Σ∗; (q0, w, Z0) `∗ (q, ε, ε) pro nějaké q ∈ Q},
nazveme jazykem přijı́maným (rozpoznávaným) zásobnı́kovým automatem A prázdným
zásobnı́kem.

Průvodce studiem

Jazyk přijı́maný koncovým stavem zosobňuje stejný přı́stup, který jste mohli vidět u NKA,
tj. do tohoto jazyka je zařazeno každé slovo, k němuž existuje výpočet končı́cı́ „po přečtenı́
daného slova“ v některém z koncových stavů. V přı́padě ZA však nevnı́mejte vyjádřenı́
„přečtenı́ slova“ jako okamžik, kdy byl přečten poslednı́ symbol vstupnı́ho slova. ZA totiž
může ještě provádět výpočetnı́ kroky, jimiž pouze měnı́ svůj stav a obsah zásobnı́ku.

Analogicky, jazyk přijı́maný prázdným zásobnı́kem obsahuje každé slovo, k němuž exis-
tuje výpočet, jenž „po přečtenı́ daného slova“ končı́ konfiguracı́ s prázdným zásobnı́kem.
Poznámka z předchozı́ho odstavce o možnosti měnit na závěr výpočtu pouze stav a obsah
zásobnı́ku platı́ pochopitelně i zde.

Přı́klad 1.60. Popišme si ZA, který bude přijı́mat jazyk L = {anbn; n ≥ 1} koncovým stavem.

Nejjednoduššı́ způsob činnosti požadovaného ZA bude následujı́cı́. Dokud bude čı́st symboly a,
setrvá v počátečnı́m stavu q0 a za každý přečtený symbol a uložı́ do zásobnı́ku jeden symbol a.
Tı́m bude vlastně zajištěno zkopı́rovánı́ všech symbolů a do zásobnı́ku. Při přečtenı́ prvnı́ho
symbolu b přejde ZA do stavu q1 a ze zásobnı́ku odebere jeden symbol a. Ve stavu q1 ZA setrvá,
dokud bude čı́st symboly b – přitom bude odstraňovat symboly a ze zásobnı́ku. Zůstane-li mu
v zásobnı́ku pouze symbol Z0, přejde do koncového stavu, nebot’právě dočetl řetěz tvaru anbn.

Přı́slušnému popisu nepochybně odpovı́dá ZA A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde

Q = {q0, q1, q2},
Σ = {a, b},
Γ = {Z0, a},
F = {q2}
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a přechodová funkce δ je definována následovně:
δ(q0, a, Z0) = {(q0, aZ0)},
δ(q0, a, a) = {(q0, aa)},
δ(q0, b, a) = {(q1, ε)},
δ(q1, b, a) = {(q1, ε)},
δ(q1, ε, Z0) = {(q2, Z0)},
ve všech ostatnı́ch přı́padech je δ(x, y, z) = ∅.

Pro většı́ názornost si uved’me přı́klad výpočetnı́ větve potvrzujı́cı́ přı́slušnost slova a2b2

k jazyku L a přı́klad výpočetnı́ větve pro slovo aab 6∈ L:

(q0, aabb, Z0) ` (q0, abb, aZ0) ` (q0, bb, aaZ0) ` (q1, b, aZ0) ` (q1, ε, Z0) ` (q2, ε, Z0)

(q0, aab, Z0) ` (q0, ab, aZ0) ` (q0, b, aaZ0) ` (q1, ε, aZ0) . . . a dalšı́ krok výpočtu již nenı́
definován.

I když jsme zavedli dva různé způsoby, jak může ZA přijı́mat jazyk, následujı́cı́ věta potvrdı́,
že odpovı́dajı́cı́ třı́dy jazyků jsou stejné.

Věta 1.61. Jazyk L ⊆ Σ∗ je přijı́maný nějakým ZA A1 koncovým stavem, právě když je Třı́dy jazyků
přijı́maných
zásobnı́kovými
automaty
koncovým stavem
a prázdným
zásobnı́kem jsou
stejné.

přijı́maný nějakým ZA A2 prázdným zásobnı́kem.

Důkaz.

1) Necht’ je jazyk L přijı́mán ZA A1 = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) koncovým stavem. Sestro-
jı́me ZA A2, který bude přijı́mat L prázdným zásobnı́kem.

Průvodce studiem

Idea konstrukce bude celkem prostá. Stačı́, aby automat A2 pracoval stejně jako A1 a aby,
kdykoliv se A1 ocitne v koncovém stavu, mohl (nedeterministicky) přejı́t do speciálnı́ho
stavu, v němž vyprázdnı́ svůj zásobnı́k. Při vlastnı́ realizaci této myšlenky však musı́me
vyřešit drobný zádrhel spočı́vajı́cı́ v eventualitě, že ZA A1 může vyprázdnit svůj zásobnı́k
u slova nepatřı́cı́ho do L – v takovém přı́padě by ZA A2 (pracujı́cı́ stejně jako A1) ovšem do-
tyčné slovo přijal. Uvedený zádrhel řešı́ uloženı́ speciálnı́ho symbolu do zásobnı́ku stroje A2
ještě před tı́m, než začne simulovat činnost stroje A1. Při vyprázdněnı́ zásobnı́ku A1 pak
v zásobnı́ku A2 zůstane ještě onen speciálnı́ symbol.

Jistě lze bez újmy na obecnosti předpokládat, že množina stavů Q neobsahuje stavy
q′0, qε a zásobnı́ková abeceda Γ neobsahuje symbol Z ′

0. Potom stačı́ položit
A2 = (Q ∪ {q′0, qε},Σ,Γ ∪ {Z ′

0}, δ′, q′0, Z ′
0, ∅),

kde přechodová funkce δ′ je definována následovně: U ZA přijı́majı́cı́ho
prázdným
zásobnı́kem
nezřı́dka volı́me
prázdnou množinu
koncových stavů.

Průvodce studiem

Nenechte se překvapit tı́m, že množina koncových stavů stroje A2 je prázdná. Nenastává
zde žádný rozpor s definicı́, předevšı́m však tato množina nehraje žádnou roli při přijı́mánı́
slov prázdným zásobnı́kem.

a) δ′(q′0, ε, Z
′
0) = {(q0, Z0Z ′

0)},
b) pro všechna p, q ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}, Z ∈ Γ, α ∈ Γ∗ je

(q, α) ∈ δ′(p, a, Z), právě když (q, α) ∈ δ(p, a, Z),
c) pro všechna q ∈ F, Z ∈ Γ ∪ {Z ′

0} je (qε, ε) ∈ δ′(q, ε, Z),
d) pro všechna Z ∈ Γ ∪ {Z ′

0} je δ′(qε, ε, Z) = {(qε, ε)},
e) ve všech zbývajı́cı́ch přı́padech je δ′(x, y, z) = ∅.
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Průvodce studiem

Bod a) zaručuje převedenı́ A2 do konfigurace stejné jako je počátečnı́ konfigurace A1 až na
zásobnı́k bohatšı́ o symbol Z ′

0.
Bod b) zajišt’uje stejné výpočetnı́ možnosti jako má A1.
Bod c) poskytuje stroji A2možnost přejı́t do stavu qε, kdykoliv se A1 nacházı́ v některém

ze svých koncových stavů.
Bod d) umožňuje stroji A2 ve stavu qε vyprázdnit zásobnı́k.

Nynı́ ověřı́me, že ZA A2 přijı́má prázdným zásobnı́kem právě jazyk L = L(A1).
Necht’ w ∈ Σ∗. Potom jsou na základě definic jazyků přijı́maných zásobnı́kovými
automaty a definice stroje A2 ekvivalentnı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

• w ∈ L(A1),
• existujı́ q ∈ F, n ∈ N0 a Z1, . . . , Zn ∈ Γ takové, že u ZA A1 je možný výpočet
(q0, w, Z0) `∗ (q, ε, Z1 · · ·Zn),

• existujı́ q ∈ F, n ∈ N0 a Z1, . . . , Zn ∈ Γ takové, že u ZA A2 je možný výpočet
(q′0, w, Z ′

0) ` (q0, w, Z0Z
′
0) `∗ (q, ε, Z1 · · ·ZnZ ′

0) `∗ (qε, ε, ε),
• w ∈ N(A2).

2) Předpokládejme nynı́, že jazyk L je přijı́mán ZA A2 = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) prázdným
zásobnı́kem. Sestrojı́me ZA A1, který bude přijı́mat L koncovým stavem.

Průvodce studiem

Idea konstrukce bude do jisté mı́ry podobná části 1) tohoto důkazu. Stačı́, aby hledaný
automat A1 vždy na začátku své práce vložil do zásobnı́ku Z0 nad svůj počátečnı́ symbol
a následně pracoval stejně jako A2. V okamžiku, kdy A2 vyprázdnı́ svůj zásobnı́k, zůstane
stroji A1 v zásobnı́ku jeho počátečnı́ symbol – jeho načtenı́ převede stroj A1 do koncového
stavu.

Předpokládejme (bez újmy na obecnosti), že množina stavů Q neobsahuje stavy q′0, qf

a zásobnı́ková abeceda Γ neobsahuje symbol Z ′
0. Potom stačı́ položit

A1 = (Q ∪ {q′0, qf},Σ,Γ ∪ {Z ′
0}, δ′, q′0, Z ′

0, {qf}),
kde přechodová funkce δ′ je definována následovně:

a) δ′(q′0, ε, Z
′
0) = {(q0, Z0Z ′

0)},
b) pro všechna q ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}, Z ∈ Γ je δ′(q, a, Z) = δ(q, a, Z),
c) pro všechna q ∈ Q je δ′(q, ε, Z ′

0) = {(qf , ε)},
d) ve všech zbývajı́cı́ch přı́padech je δ′(x, y, z) = ∅.

Průvodce studiem

Bod a) zaručuje převedenı́ A1 do konfigurace stejné jako je počátečnı́ konfigurace A2 až na
zásobnı́k bohatšı́ o symbol Z ′

0.
Bod b) zajišt’uje stejné výpočetnı́ možnosti jako má A2.
Bod c) dává stroji A1 možnost přejı́t do koncového stavu qf , kdykoliv A2 vyprázdnil

svůj zásobnı́k.

K dokončenı́ důkazu zbývá ověřit, že ZA A1 přijı́má koncovým stavem jazyk L=N(A2).
Necht’ w ∈ Σ∗. Potom jsou na základě definic jazyků přijı́maných zásobnı́kovými
automaty a definice stroje A1 ekvivalentnı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

• w ∈ N(A2),
• existuje q ∈ Q tak, že u ZA A2 je možný výpočet (q0, w, Z0) `∗ (q, ε, ε),
• existuje q ∈ Q tak, že u ZA A1 je možný výpočet (q′0, w, Z ′

0) ` (q0, w, Z0Z
′
0) `∗

(q, ε, Z ′
0) ` (qf , ε, ε),

• w ∈ L(A1).
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Pojem zavedený v následujı́cı́ definici se uplatnı́ v důkazu dalšı́ věty.

Definice 1.62. Levým odvozenı́m v bezkontextové gramatice rozumı́me takovou derivaci S =
α0 ⇒ α1 ⇒ . . . ⇒ αn, kde v každém přı́mém odvozenı́ αk−1 ⇒ αk (pro k ∈ {1, . . . , n}) je
použito pravidlo přepisujı́cı́ prvnı́ neterminál v řetězu αk−1.

Přı́klad 1.63. Uvažme bezkontextovou gramatiku obsahujı́cı́ pravidla
S → AB,
A → aAB | a,
B → b.

Podle předchozı́ definice S ⇒ AB ⇒ aABB ⇒ aaBB ⇒ aabB ⇒ aabb představuje levé
odvozenı́ řetězu aabb.

Přı́klad odvozenı́, které nenı́ levé: S ⇒ AB ⇒ Ab ⇒ ab

Poznámka 1.64. Každé slovo z jazyka generovaného bezkontextovou gramatikou je v dů-
sledku bezkontextového použı́vánı́ pravidel odvoditelné z počátečnı́ho symbolu pomocı́ levého
odvozenı́.

Průvodce studiem

Závěr kapitoly věnujeme objasněnı́ vzájemného vztahu bezkontextových jazyků a zásob-
nı́kových automatů. Můžeme předeslat, že třı́da bezkontextových jazyků je rovna třı́dě
jazyků přijı́maných zásobnı́kovými automaty (přičemž podle věty 1.61 nenı́ podstatné,
jakým způsobem zásobnı́kové automaty jazyky přijı́majı́).

Věta 1.65. Ke každé bezkontextové gramatice G existuje ZA M takový, že L(G) = N(M).

Důkaz. Necht’G = (N,Σ, P, S) je libovolná bezkontextová gramatika.

Průvodce studiem

Důkaz bude založen na následujı́cı́ myšlence. V zásobnı́ku automatu M budeme nede-
terministicky simulovat levá odvozenı́ řetězů generovatelných gramatikou G – viz také
poznámku 1.64. Pokud se kterýkoliv z těchto řetězů objevı́ na vstupu ZA M , pak bude exis-
tovat „větev výpočtu“ M , kdy se 1. symbol vstupnı́ho slova bude rovnat symbolu z vrcholu
zásobnı́ku (kde bylo nejdřı́ve nasimulováno odpovı́dajı́cı́ levé odvozenı́) a oba symboly
mohou být „odstraněny“. Totéž může proběhnout se všemi následujı́cı́mi symboly, a tak
ZA M může s přečtenı́m takového vstupnı́ho slova vyprázdnit svůj zásobnı́k, což je přesně
to, co potřebujeme.

Předved’me si uvedený přı́stup na levém odvozenı́ S ⇒ ABC ⇒ xBC ⇒ xyC ⇒ xyz.
ZA M by mohl provést pro vstupnı́ slovo xyz následujı́cı́ posloupnost kroků výpočtu:
(q0, xyz, Z0) ` (q0, xyz, S) ` (q0, xyz, ABC) ` (q0, xyz, xBC) `∗ (q0, yz,BC) `
(q0, yz, yC) `∗ (q0, z, C) ` (q0, z, z) `∗ (q0, ε, ε).

Položme M = ({q0},Σ, N∪Σ, δ, q0, S, ∅), kde přechodová funkce δ je definována následovně:

Průvodce studiem

Protože v zásobnı́ku potřebujeme simulovat levá odvozenı́ gramatiky G, obsahuje zásob-
nı́ková abeceda stroje M všechny terminálnı́ i neterminálnı́ symboly gramatiky G a roli
počátečnı́ho symbolu (v zásobnı́ku) plnohodnotně zastoupı́ počátečnı́ neterminál S. Bez-
významnost množiny koncových stavů pro ZA přijı́majı́cı́ prázdným zásobnı́kem snad již
nenı́ třeba komentovat.
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a) Pro všechna A ∈ N, α ∈ (N ∪ Σ)∗ taková, že A → α ∈ P, je (q0, α) ∈ δ(q0, ε, A).
b) Pro všechna a ∈ Σ je δ(q0, a, a) = {(q0, ε)}.
c) Ve všech zbývajı́cı́ch přı́padech je δ(x, y, z) = ∅.

Průvodce studiem

Bod a) zaručuje možnost simulovat v zásobnı́ku levá odvozenı́ gramatiky G.
Bod b) umožňuje stroji M odebı́rat z vrcholu zásobnı́ku stejné symboly, jaké jsou

aktuálně na vstupu.

Ověřenı́, že ZA M přijı́má prázdným zásobnı́kem jazyk L(G), rozdělı́me na dvě části.

I. Prokážeme, že každé slovo z jazyka L(G) patřı́ do jazyka N(M).
Necht’ w ∈ Σ∗. Matematickou indukcı́ nejdřı́ve dokážeme tvrzenı́ T :

Jestliže A ∈ N , pak pro každé nezáporné celé čı́slo m ze vztahu A ⇒m w (tzn. w je
odvoditelné z A v m derivačnı́ch krocı́ch) plyne (q0, w, A) `∗ (q0, ε, ε).
1) Necht’ A ⇒ w = w1 · · ·wk, kde k ∈ N0 a w1, . . . , wk ∈ Σ. Potom z defi-

nice přı́mého odvozenı́ plyne existence pravidla A → w1 · · ·wk v množině P ,
což vzhledem k bodu a) definice přechodové funkce automatu M znamená, že
(q0, w1 · · ·wk) ∈ δ(q0, ε, A). Na základě definic kroku výpočtu ZA a přechodové
funkce automatu M pak dostáváme:
(q0, w1 · · ·wk, A) ` (q0, w1 · · ·wk, w1 · · ·wk) `∗ (q0, ε, ε).

2) Necht’ tvrzenı́ T platı́ pro m ∈ {1, . . . , n}, kde n ∈ N. Ověřı́me jeho platnost
pro n+ 1:

Necht’ A ⇒n+1 w. Tuto derivaci lze vzhledem k poznámce 1.64 psát jako levé
odvozenı́ A ⇒ A1 · · ·Aj ⇒m1 α1A2 · · ·Aj ⇒m2 . . . ⇒mj α1α2 · · ·αj = w,
kde mi ≤ n pro každý index i ∈ {1, . . . , j}.

Průvodce studiem

V předchozı́m zápisu je formálně popsána skutečnost, že z neterminálu A lze v jednom
derivačnı́m kroku (přı́mo) odvodit řetěz A1 · · ·Aj a že každé Ai je bud’rovno terminálu αi

anebo z něj lze nejvýše n derivačnı́mi kroky odvodit terminálnı́ řetěz αi. Přitom zřetězenı́
α1 · · ·αj je rovno řetězu w.

Z definice přı́mého odvozenı́ plyne existence pravidla A → A1 · · ·Aj v mno-
žině P , což vzhledem k bodu a) definice přechodové funkce automatu M zna-
mená, že (q0, A1 · · ·Aj) ∈ δ(q0, ε, A). S využitı́m definice kroku výpočtu ZA
a indukčnı́ho předpokladu použitého na každé odvozenı́ Ai ⇒mi αi pak dostá-
váme:
(q0, w, A) = (q0, α1 · · ·αj , A) ` (q0, α1 · · ·αj , A1 · · ·Aj) `∗
(q0, α2 · · ·αj , A2 · · ·Aj) `∗ . . . `∗ (q0, ε, ε).

Tvrzenı́ T pro A = S dává požadovanou inkluzi L(G) ⊆ N(M).

II. Ověřenı́, že každé slovo z jazyka N(M) patřı́ do jazyka L(G), plyne přı́mo z tvrzenı́ T ′:

Jestliže w ∈ Σ∗, A ∈ N,n ∈ N, pak ze vztahu (q0, w, A) `n (q0, ε, ε) (tzn. z úvodnı́
konfigurace je závěrečná konfigurace dosažitelná po n výpočetnı́ch krocı́ch) plyne
A ⇒∗ w.

Tvrzenı́ T ′ lze snadno dokázat matematickou indukcı́ (obdobně jako tvrzenı́ T v části I.).

Ukažme si v následujı́cı́m přı́kladu konstrukci i činnost zásobnı́kového automatu odpovı́dajı́cı́ho
konkrétnı́ gramatice.
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Přı́klad 1.66. Necht’bezkontextová gramatika G obsahuje pouze následujı́cı́ pravidla:
S → ASB |AB,
A → ab,
B → b.

Ověřenı́ přı́slušnosti řetězu (ab)2b2 k jazyku L(G) si demonstrujme za pomoci ZA M
z věty 1.65. Podle konstrukce M popsané v důkazu uvedené věty je přechodová funkce stroje M
definována následovně:

δ(q0, ε, S) = {(q0, ASB), (q0, AB)},
δ(q0, ε, A)= {(q0, ab)},
δ(q0, ε, B)= {(q0, b)},
δ(q0, a, a) = {(q0, ε)},
δ(q0, b, b) = {(q0, ε)}
a ve všech zbývajı́cı́ch přı́padech je δ(x, y, z) = ∅.

Větev výpočtu ZA M přijı́majı́cı́ vstupnı́ slovo (ab)2b2 pak je

(q0, (ab)2b2, S) ` (q0, (ab)2b2, ASB) ` (q0, (ab)2b2, abSB) `∗ (q0, ab3, SB) `
` (q0, ab3, ABB) ` (q0, ab3, abBB) `∗ (q0, b2, BB) `∗ (q0, ε, ε).

Věta 1.67. Ke každému ZA M existuje bezkontextová gramatika G taková, že N(M) = L(G).

Důkaz. Důkaz je poněkud zdlouhavý, a proto jej z úsporných důvodů vynecháme. Zájemce
odkazujeme na [Chy82], [Hop69] nebo [Sip97].

Důsledek 1.68. Třı́da bezkontextových jazyků je rovna třı́dě jazyků přijı́maných zásobnı́kovými Každý
bezkontextový
jazyk lze popsat
bezkontextovou
gramatikou nebo
zásobnı́kovým
automatem.

automaty.

Důkaz. Jde o přı́mý důsledek vět 1.65 a 1.67.

Shrnutı́
ZA je zařı́zenı́ vybavené konečněstavovou řı́dicı́ jednotkou, vstupnı́ páskou konečné délky
(včetně čtecı́ hlavy) a pamětı́ typu zásobnı́k (včetně čtecı́ a zapisovacı́ hlavy). Každý ZA je
nedeterministický stroj a je jednoznačně určen

– množinou stavů (v nichž se může nacházet řı́dicı́ jednotka),
– vstupnı́ abecedou Σ (vstupnı́ slova ZA jsou tvořeny symboly ze Σ),
– zásobnı́kovou abecedou Γ (do zásobnı́ku jsou ukládány symboly z Γ),
– přechodovou funkcı́ δ, která každé trojici (stav, symbol vstupnı́ abecedy nebo prázdný

řetěz, symbol z vrcholu zásobnı́ku) přiřazuje konečnou množinu uspořádaných dvojic
typu (stav, řetěz zásobnı́kových symbolů),

– jednı́m vyznačeným stavem (tzv. počátečnı́m stavem – v něm bude řı́dicı́ jednotka před
zahájenı́m práce daného ZA, at’je na vstupu jakékoli vstupnı́ slovo),

– jednı́m vyznačeným zásobnı́kovým symbolem (tzv. počátečnı́m symbolem – ten bude
jako jediný uložený v zásobnı́ku před zahájenı́m práce daného ZA, at’ je na vstupu
jakékoli vstupnı́ slovo),

– vyznačenou podmnožinou množiny stavů (tzv. množinou koncových stavů – ta bude
hrát důležitou roli při jednom ze dvou možných způsobů přijı́mánı́ vstupnı́ch slov).

Výpočet ZA probı́há obecně nedeterministicky. V každém kroku výpočtu může ZA z aktuálnı́ho
stavu p na základě znalosti symbolu Z z vrcholu zásobnı́ku

a) a čteného vstupnı́ho symbolu a přejı́t do nového stavu q, posunout čtecı́ hlavu za přečtený
vstupnı́ symbol a „přepsat vrchol zásobnı́ku novým řetězem β“, přičemž dvojice (q, β)
je obsažena ve výsledku přechodové funkce δ pro argumenty p, a, Z.

b) přejı́t do nového stavu q a „přepsat vrchol zásobnı́ku novým řetězem β“, přičemž dvojice
(q, β) je obsažena ve výsledku přechodové funkce δ pro argumenty p, ε, Z.
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Z možnosti kroku výpočtu uvedené pod bodem b) vyplývá, že ZA může měnit svůj stav a obsah
zásobnı́ku, aniž by jakkoli zohledňoval vstupnı́ symbol pod svou čtecı́ hlavou. Ve srovnánı́
s NKA je tak nedeterminismus ZA posı́len o „rozhodovánı́“, zda v aktuálnı́m výpočetnı́m
kroku čı́st či nečı́st dalšı́ symbol vstupnı́ho slova.

Dı́ky nedeterminismu (vyplývajı́cı́mu z definice přechodové funkce) se výpočet ZA může
větvit do vı́ce variant. Každý výpočet ovšem začı́ná v počátečnı́ konfiguraci, která je určena
počátečnı́m stavem, celým vstupnı́m slovem na pásce (se čtecı́ hlavou nad 1. symbolem tohoto
slova) a zásobnı́kem obsahujı́cı́m pouze počátečnı́ symbol. „Přı́znivá“ ukončenı́ výpočtu jsou
dvě:

1) Pokud pro zadané vstupnı́ slovo existuje alespoň jedna výpočetnı́ větev končı́cı́ „po
přečtenı́ uvedeného slova“ v některém z koncových stavů, řı́káme, že ZA přijı́má dané
slovo koncovým stavem. Množina všech slov nad vstupnı́ abecedou, jež jsou přijı́mána
tı́mto způsobem, tvořı́ jazyk přijı́maný zásobnı́kovým automatem koncovým stavem.

2) Pokud pro zadané vstupnı́ slovo existuje alespoň jedna výpočetnı́ větev končı́cı́ „po
přečtenı́ uvedeného slova“ vyprázdněnı́m zásobnı́ku, řı́káme, že ZA přijı́má dané slovo
prázdným zásobnı́kem. Množina všech slov nad vstupnı́ abecedou, jež jsou přijı́mána
tı́mto způsobem, tvořı́ jazyk přijı́maný zásobnı́kovým automatem prázdným zásobnı́kem.

Třı́da všech jazyků přijı́maných zásobnı́kovými automaty koncovým stavem je rovna třı́dě
všech jazyků přijı́maných zásobnı́kovými automaty prázdným zásobnı́kem.

Třı́da všech jazyků přijı́maných zásobnı́kovými automaty (koncovým stavem nebo prázdným
zásobnı́kem) je rovna třı́dě bezkontextových jazyků, tj. třı́dě všech jazyků generovatelných
bezkontextovými gramatikami.

Pojmy k zapamatovánı́
• Zásobnı́kový automat (ZA),
• stav,
• vstupnı́ abeceda,
• zásobnı́ková abeceda,
• přechodová funkce,
• počátečnı́ stav,
• počátečnı́ symbol (v zásobnı́ku),
• množina koncových stavů,
• konfigurace,
• krok výpočtu,
• výpočet,
• jazyk přijı́maný ZA koncovým stavem,
• jazyk přijı́maný ZA prázdným zásobnı́kem,
• levé odvozenı́ v bezkontextové gramatice.

Kontrolnı́ otázky
1. Může u ZA nastat situace, že při provedenı́ kroku výpočtu nedojde k posunu čtecı́ hlavy

nad vstupnı́ páskou?
2. Může mı́t ZA přijı́majı́cı́ koncovým stavem prázdnou množinu koncových stavů?

Cvičenı́
1. Modifikujte řešenı́ přı́kladu 1.60 alespoň dvěma různými způsoby tak, aby výsledné

zásobnı́kové automaty přijı́maly jazyk L prázdným zásobnı́kem.
2. Najděte ZA, který přijı́má jazyk L = {w ∈ {a, b}+; prvnı́ a poslednı́ symbol řetězu w je

stejný} koncovým stavem.
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Úkoly k textu

1. Popište dvě různé situace, kdy ZA nemůže pokračovat ve svém výpočtu.

2. Dokončete část II. důkazu věty 1.65.

Řešenı́
1. Mı́sto přechodu δ(q1, ε, Z0) = {(q2, Z0)} stačı́ např. definovat bud’ δ(q1, ε, Z0) =
{(q2, ε)} nebo δ(q1, ε, Z0) = {(q1, ε)}.

2. Jazyk L bude přijı́mat koncovým stavem ZA M , který po načtenı́ stejného symbolu,
jako byl prvnı́ symbol vstupnı́ho slova, přecházı́ do koncového stavu a po načtenı́ odliš-
ného symbolu přecházı́ do nekoncového stavu. Přitom 1. načtený symbol byl uložen do
zásobnı́ku a dále se obsah zásobnı́ku neměnı́.
Konkrétně M = ({q0, q1}, {a, b}, {a, b, Z0}, δ, q0, Z0, {q1}), kde

δ(q0, a, Z0) = {(q1, aZ0)} δ(q0, b, Z0) = {(q1, bZ0)}
δ(q1, a, a) = {(q1, a)} δ(q1, b, b) = {(q1, b)}
δ(q1, b, a) = {(q0, a)} δ(q1, a, b) = {(q0, b)}
δ(q0, a, a) = {(q1, a)} δ(q0, b, b) = {(q1, b)}
δ(q0, b, a) = {(q0, a)} δ(q0, a, b) = {(q0, b)}
Ve všech ostatnı́ch přı́padech je δ(x, y, z) = ∅.
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2 Vyčı́slitelnost

Vyčı́slitelnost je oblast teoretické informatiky zabývajı́cı́ se zkoumánı́m, které problémy lze
řešit pomocı́ algoritmů a které ne.

Průvodce studiem

V krásné (i „nekrásné“) literatuře se lze setkat s celou řadou povı́dek, jejichž význačnou
postavou je obrýlený podivı́nský mladı́k, který veškerý čas věnuje matematice či fyzice,
nejvı́ce však počı́tačům. Tento podivı́n má přes své mládı́ neuvěřitelně hluboké znalosti
přı́rodnı́ch věd a je přesvědčen, že na svém počı́tači vyřešı́ každý problém.

Uvedená charakteristika bohužel vypovı́dá vı́c o autorovi než o literárnı́ postavě: Na
jedné straně mladı́kovy hluboké znalosti, na straně druhé elementárnı́ neznalost vyčı́slitel-
nosti, která popisuje celou řadu problémů, jež na počı́tači vyřešit nelze.

2.1 Turingovy stroje

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ schopen formálně popsat Turingův stroj
v deterministické i nedeterministické variantě. Dále bude vědět, kdy Turingův stroj přijı́má či
rozhoduje jazyk a kdy nedeterministický Turingův stroj přijı́má jazyk.

Klı́čová slova: Turingův stroj.

Potřebný čas: 60 minut.

Pro vlastnı́ studium algoritmicky řešitelných (či neřešitelných) problémů je velmi důležité za-
vést vhodný výpočetnı́ prostředek – měl by být dostatečně obecný, aby umožňoval zpracovávat
libovolný algoritmus, a na druhou stranu dostatečně jednoduchý, aby zkoumánı́ jeho vlast-
nostı́ nebylo přı́liš komplikované. Uvedené podmı́nky bezezbytku splňuje Turingův stroj5 (čti
Ťůringův).

Průvodce studiem

Turingův stroj nám přirozeně rozšı́řı́ a uzavře sadu automatů, jimž byly věnovány předchozı́
partie tohoto textu:

– Konečné automaty lze použı́t k výpočtům, jež bud’nevyžadujı́ pamět’žádnou, anebo
vyžadujı́ omezenou pamět’, kterou u KA může suplovat konečně mnoho stavů jeho
řı́dicı́ jednotky.

– Zásobnı́kové automaty vyhovujı́ pro výpočty, jež sice vyžadujı́ neomezenou pamět’,
avšak dostačuje pamět’typu zásobnı́k.

– Turingův stroj bude disponovat (podobně jako ZA) neomezenou pamětı́, bude však
mı́t možnost vracet se k dřı́ve uloženým datům, aniž by přitom přišel o data uložená
později.

Turingův stroj nám splnı́ tři různé role: 3 role Turingova
stroje1) Turingův stroj bude (podobně jako KA a ZA) přijı́mat jazyk.

2) Turingův stroj se svou sadou instrukcı́ (představovanou přechodovou funkcı́) bude re-
prezentovat algoritmus, a to v přı́padě, že jeho činnost pro každé vstupnı́ slovo skončı́
po konečně mnoha krocı́ch (tj. „nezacyklı́ se“).

5Turingův stroj nenı́ jediným obecným výpočetnı́m prostředkem navrženým v 1. polovině 20. stoletı́. Je však
dokázána vzájemná převoditelnost Turingova stroje a ostatnı́ch formalismů. Protože Turingův stroj zaujal v knihách
věnovaných vyčı́slitelnosti dominantnı́ postavenı́, nebudeme tuto „tradici“ narušovat.
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3) Turingův stroj bude mı́t (se šikovně nadefinovanou přechodovou funkcı́) schopnost
pracovat jako obecný výpočetnı́ prostředek, tj. v přı́padě, že mu bude dodán na vstup
libovolný algoritmus včetně vstupnı́ch dat, dokáže zpracovat vstupnı́ data přesně stejným
způsobem jako přı́slušný algoritmus.

Průvodce studiem

Jestliže vám některá z uvedených rolı́ nenı́ v tuto chvı́li přı́liš jasná, nelamte si s tı́m hlavu
a vrat’te se k této pasáži po prostudovánı́ celé kapitoly 2.

Základnı́ odlišnostı́ Turingova stroje od KA a ZA je využı́vánı́ vstupnı́ pásky coby pamět’o-
vého média. Uvedená páska bude nekonečně dlouhá a kromě vstupnı́ho slova zapsaného před
zahájenı́m činnosti stroje na konečně mnoha polı́čcı́ch budou všechna ostatnı́ polı́čka pásky
obsahovat tzv. prázdný znak. Čtecı́ a zapisovacı́ hlava bude moci čtené symboly přepisovat
jinými symboly a poté se posunout nad sousednı́ polı́čko bud’vlevo nebo vpravo – podle přı́-
kazu přechodové funkce. To znamená, že Turingův stroj během výpočtu vůbec nemusı́ dojı́t
na konec vstupnı́ho slova. Proto (na rozdı́l od KA a ZA) nebudeme pro přijetı́ vstupnı́ho slova
Turingovým strojem požadovat „přečtenı́ “ celého slova a omezı́me se na požadavek přechodu Přijetı́ slova bez

jeho „přečtenı́“stroje (v libovolném okamžiku) do koncového stavu označovaného jako přijı́majı́cı́ stav.

Pro většı́ názornost můžeme Turingův stroj chápat jako zařı́zenı́ z obr. 6 skládajı́cı́ se
• z řı́dicı́ jednotky, která se může nacházet v některém z konečně mnoha stavů,
• ze vstupnı́ pásky zleva ohraničené a zprava neohraničené (tj. sestávajı́cı́ z nekonečně

mnoha polı́ček),
• ze čtecı́ho a zapisovacı́ho zařı́zenı́ umožňujı́cı́ho řı́dicı́ jednotce čı́st i zapisovat symbol

na polı́čko vstupnı́ pásky, nad nı́mž se nacházı́ čtecı́ a zapisovacı́ hlava.

zprava neohraničená páskaa c c a ␣␣

Řídicí jednotka
čtecí a zapisovací hlava

␣␣

Obrázek 6: Ilustrace Turingova stroje

Jak bude probı́hat činnost výše uvedeného zařı́zenı́?

Výchozı́ předpoklady: Neformálnı́ popis
činnosti TS1) Na vstupnı́ pásce bude zapsáno slovo tvořené ze symbolů vstupnı́ abecedy Turin-

gova stroje. Páska (dělená na jednotlivá polı́čka) bude mı́t na nejlevějšı́m polı́čku
1. symbol vstupnı́ho slova, na následujı́cı́m polı́čku 2. symbol vstupnı́ho slova,
atd. Všechna polı́čka následujı́cı́ polı́čko s poslednı́m symbolem vstupnı́ho slova
budou obsahovat speciálnı́ (tzv. prázdný) znak – půjde o symbol nevyskytujı́cı́ se
ve vstupnı́ abecedě. Všechny symboly, jež se mohou na pásce objevit, budou tvo-
řit tzv. páskovou abecedu. Z dosavadnı́ho popisu tedy plyne, že pásková abeceda
musı́ obsahovat přinejmenšı́m prázdný znak a všechny symboly vstupnı́ abecedy.

2) Čtecı́ a zapisovacı́ hlava je umı́stěna nad prvnı́m (tj. nejlevějšı́m) polı́čkem pásky
(a je tedy nachystána ke čtenı́ 1. symbolu).

3) Turingův stroj se nacházı́ ve vyznačeném, takzvaném počátečnı́m stavu.

Průběh výpočtu: Výpočet probı́há v jednotlivých krocı́ch, přičemž v každém kroku Turingův
stroj

a) přečte symbol pod čtecı́ a zapisovacı́ hlavou,
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b) na základě přečteného vstupnı́ho symbolu a aktuálnı́ho stavu
– přejde do stavu nového, nebo setrvá v aktuálnı́m stavu,
– přepı́še přečtený symbol novým nebo tı́mtéž symbolem páskové abecedy,
– posune čtecı́ a zapisovacı́ hlavu o 1 polı́čko doleva nebo doprava.

Informace o tom, jak se má Turingův stroj konkrétně zachovat, budou součástı́ jeho
popisu. Konkrétně půjde o přechodovou funkci, která bude každé dvojici (stav,
symbol páskové abecedy) přiřazovat trojici tvaru (stav, symbol páskové abecedy,
posun čtecı́ a zapisovacı́ hlavy).

Vyhodnocenı́ výpočtu: Pokud se kdykoli v průběhu výpočtu ocitne Turingův stroj
– ve vyznačeném přijı́majı́cı́m stavu, ukončı́ svou činnost a výsledek chápeme jako

přijetı́ vstupnı́ho slova,
– ve vyznačeném zamı́tajı́cı́m stavu, ukončı́ svou činnost a výsledek chápeme jako

zamı́tnutı́ vstupnı́ho slova.

Zbývajı́cı́ možnostı́ je, že se Turingův stroj nikdy nedostane ani do přijı́majı́cı́ho ani do
zamı́tajı́cı́ho stavu a jeho výpočet trvá donekonečna – tuto situaci budeme interpretovat
jako cyklenı́.

Před vlastnı́m přechodem k formálnı́ definici Turingova stroje se domluvme na tom, že nadále Čtecı́ hlava mı́sto
čtecı́ a přepisovacı́
hlavy

mı́sto přesného termı́nu čtecı́ a přepisovacı́ hlava budeme uvádět zkráceně: čtecı́ hlava.

Definice 2.1. Turingovým strojem (zkráceně jej ozn. TS) nazýváme uspořádanou sedmici
(Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů,
Σ je vstupnı́ abeceda,
Γ je pásková abeceda, Σ ⊂ Γ, Γ− Σ obsahuje speciálnı́ (tzv. prázdný) symbol ,
δ : Q× Γ→ Q× Γ× {L,P} je přechodová funkce,
q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
q+∈ Q je přijı́majı́cı́ stav,
q−∈ Q je zamı́tajı́cı́ stav, přičemž q+ 6= q− .

„Základnı́ch“
definic TS existuje
celá řada.

Průvodce studiem

Právě uvedená definice Turingova stroje nenı́ jediná, s nı́ž se můžete v knihách nebo na
internetu setkat – odlišně může být definována přechodová funkce, „množina koncových
stavů“, neomezenost pásky, apod. S jistou dávkou nadsázky by se mohlo řı́ci: co autor, to
jiná definice TS. Rozhodně to však neznamená, že by odlišná definice TS vedla k odlišným
závěrům. Dá se totiž dokázat vzájemná převoditelnost těchto různých variant TS.

Každopádně si však při čerpánı́ informacı́ z jakéhokoliv zdroje nejdřı́ve pečlivě prostu-
dujte nejen základnı́ definici použitého TS, ale také způsob jeho činnosti.

Pro popis výpočtu TS budeme potřebovat následujı́cı́ pojem konfigurace.

Definice 2.2. Mějme libovolný TS T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−). Každou uspořádanou trojici
(q, α, i) ∈ Q× Γ∗ × N nazveme konfiguracı́ Turingova stroje T .

Konfigurace (q, β, i) a (q, β′, i) takové, že β′ = β , budeme považovat za stejné.

Průvodce studiem

Podobně, jako tomu bylo u KA a ZA, i v přı́padě TS konfigurace jednoznačně popisuje
situaci, v nı́ž se stroj nacházı́ v průběhu výpočtu. Tuto situaci zřejmě určuje aktuálnı́ stav,
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konečný úsek pásky (na němž bylo zapsáno vstupnı́ slovo, přı́padně kde dosud probı́hal
výpočet) následovaný pouze polı́čky obsahujı́cı́mi prázdné znaky a umı́stěnı́ čtecı́ hlavy.
Tj. konfiguraci (q, α, 8) odpovı́dá situace, kdy se daný TS nacházı́ ve stavu q, na pásce
je zapsán řetěz α následovaný samými prázdnými znaky a čtecı́ hlava je umı́stěna nad
8. polı́čkem pásky (počı́táno zleva).

To, že konfiguracı́ zamýšlı́me jednoznačně popsat situaci, v nı́ž se TS během svého výpo-
čtu nacházı́, vysvětluje závěrečný dovětek v definici 2.2. Konfigurace (q, β, i) a (q, β , i)
se sice zdánlivě lišı́ obsahem pásky, ale při důkladném prověřenı́ je vidět, že „v obou
přı́padech“ je na pásce řetěz β následován nekonečně mnoha prázdnými znaky.

Přı́klad 2.3. Kvůli jednoznačnému pochopenı́ předchozı́ symboliky si pojem konfigurace TS
demonstrujme na následujı́cı́ch přı́padech.

(q1, 1011, 3) je konfigurace, kdy se TS nacházı́ ve stavu q1 a obsah pásky včetně umı́stěnı́

čtecı́ hlavy lze znázornit obrázkem: 1 0 1 1 ␣␣␣

(q2, , 1) je konfigurace, kdy se TS nacházı́ ve stavu q2 a obsah pásky včetně umı́stěnı́

čtecı́ hlavy lze znázornit obrázkem: ␣␣␣␣␣

(q3, 10 , 4) je konfigurace, kdy se TS nacházı́ ve stavu q3 a obsah pásky včetně

umı́stěnı́ čtecı́ hlavy lze znázornit obrázkem: ␣␣␣␣1 0 ␣

(q3, 10 , 4) je konfigurace stejná jako ta předešlá.

Definice 2.4. Krok výpočtu Turingova stroje T definujeme jako binárnı́ relaci ` (na množině
všech konfiguracı́) takto:

Necht’ (q, a1 · · · an, i) je taková konfigurace T , kde q 6= q±, n ∈ N, a1, . . . , an ∈ Γ
a i ∈ {1, . . . , n}.

a) Je-li 2 ≤ i ≤ n a δ(q, ai) = (q′, b, L), pak
(q, a1 · · · an, i) ` (q′, a1 · · · ai−1bai+1 · · · an, i− 1).

b) Je-li δ(q, a1) = (q′, b, L), pak (q, a1 · · · an, 1) ` (q′, ba2 · · · an, 1). Má-li čtecı́ hlava
„opustit“ pásku,
setrvá nad
1. polı́čkem pásky.

c) Je-li δ(q, ai) = (q′, b, P ), pak (q, a1 · · · an, i) ` (q′, a1 · · · ai−1bai+1 · · · an, i+ 1).

Průvodce studiem

Prostudujete-li si definici kroku výpočtu podrobněji, zjistı́te, že v přı́padu a) výchozı́ kon-
figurace odpovı́dá situaci, kdy se TS nacházı́ ve stavu q, čtecı́ hlava je nad i-tým polı́čkem
pásky a čte páskový symbol ai. Přechodová funkce pro takovou situaci „přikazuje“ pře-
chod do stavu q′, přepis ai symbolem b a posun čtecı́ hlavy o 1 polı́čko doleva. A skutečně,
konfigurace po provedeném kroku výpočtu odpovı́dá situaci, kdy se TS nacházı́ ve stavu q′,
na pásce je mı́sto ai symbol b a čtecı́ hlava je nad (i− 1). polı́čkem pásky.

V přı́padu b) je ve výchozı́ konfiguraci čtecı́ hlava nad 1. polı́čkem pásky a nemá tedy
reálnou možnost posunu doleva. Definice „řešı́“ tuto zapeklitou situaci „přı́kazem“, aby
čtecı́ hlava jednoduše setrvala nad 1. polı́čkem pásky a aby ostatnı́ změny byly provedeny
v souladu s přechodovou funkcı́.

V přı́padu c) žádné problémy nenastávajı́, nebot’u pravostranně neomezené pásky Tu-
ringova stroje má čtecı́ hlava kdykoliv možnost posunout se o 1 polı́čko doprava.

Pokud byste přemýšleli nad korektnostı́ zápisu řetězu aj · · · ak, kde j > k, pak učiňme
následujı́cı́ dohodu. Posloupnost (ai)ki=j (viz definice řetězu coby posloupnosti symbolů),
kde j > k, budeme v souladu s konvencı́ interpretovat jako prázdnou posloupnost neboli
prázdný řetěz.

Nakonec si všimněte předpokladu q 6= q± podmiňujı́cı́ho provedenı́ kroku výpočtu.
Nejde o nic jiného, než že TS může provést krok výpočtu jedině tehdy, když se nenacházı́
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ani v přijı́majı́cı́m, ani v zamı́tajı́cı́m stavu. Jinak řečeno, přechod do přijı́majı́cı́ho nebo
zamı́tajı́cı́ho stavu znamená ukončenı́ výpočtu Turingova stroje.

Definice 2.5. Výpočet Turingova stroje definujeme prostřednictvı́m relace `∗ (tj. reflexivnı́ho
a tranzitivnı́ho uzávěru relace `). Každý výpočet pro vstupnı́ slovo w bude začı́nat konfigu-
racı́ (q0, w, 1) zvanou počátečnı́.

Definice 2.6. O každém TS T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−) řekneme, že
• přijı́má vstupnı́ slovo w ∈ Σ∗, právě když (q0, w, 1) `∗ (q+, w′, i), kde w′∈ Γ∗ a i∈ N,
• zamı́tá vstupnı́ slovo w ∈ Σ∗, právě když (q0, w, 1) `∗ (q−, w′, i), kde w′∈ Γ∗ a i ∈ N,
• pro vstupnı́ slovo w ∈ Σ∗ cyklı́, právě když w ani nepřijı́má, ani nezamı́tá. TS může cyklit.

Průvodce studiem

Podle uvedené definice je vstupnı́ slovo přijato, pokud se při výpočtu nad tı́mto slovem TS
ocitne v přijı́majı́cı́m stavu – u výsledné konfigurace přitom vůbec nezáležı́ na aktuálnı́m
obsahu pásky a na umı́stěnı́ čtecı́ hlavy (tj. na rozdı́l od KA a ZA nemusı́ být vstupnı́ slovo
„přečteno“). V přı́padě rovnosti mezi počátečnı́m a přijı́majı́cı́m stavem (ověřte si v definici
TS, že je to možné) je vstupnı́ slovo dokonce přijato, aniž TS vykonal byt’jen jediný krok
výpočtu!

Zamı́tnutı́ vstupnı́ho slova je definováno podobně – jediným požadavkem je přechod TS
po konečně mnoha krocı́ch výpočtu do zamı́tajı́cı́ho stavu.

Cyklenı́ pro vstupnı́ slovo zřejmě nastane tehdy, když TS neukončı́ po konečně mnoha
výpočetnı́ch krocı́ch svou činnost přechodem do přijı́majı́cı́ho nebo zamı́tajı́cı́ho stavu.

Definice 2.7. Jazyk L přijı́maný Turingovým strojem T =(Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−) značı́me L(T )
a definujeme následovně:

L(T ) = {w ∈ Σ∗; TS T přijı́má w}. TS přijı́má
(přı́padně
i rozhoduje) jazyk.V přı́padě, že TS T pro žádné vstupnı́ slovo w ∈ Σ∗ necyklı́, řı́káme, že T rozhoduje jazyk L(T ).

Průvodce studiem

Uvedenou definici lze přeformulovat následovně:
Jazyk L je přijı́mán Turingovým strojem T , právě když TS T přijı́má každé slovo z L

a každé slovo neležı́cı́ v L bud’zamı́tá, anebo pro ně cyklı́.
Jazyk L je rozhodován Turingovým strojem T , právě když TS T přijı́má každé slovo

z L a zamı́tá každé slovo neležı́cı́ v L. (Tj. T pro žádné vstupnı́ slovo necyklı́.)
Všimněte si okamžitého důsledku definice: Pokud je jazyk L rozhodován nějakým

Turingovým strojem, pak je tı́mto strojem také přijı́mán.

Přı́klad 2.8. Najdeme TS rozhodujı́cı́ jazyk L = {02n ; n ≥ 0}. (Tj. L zahrnuje výhradně
řetězy délek 2n sestávajı́cı́ ze samých nul.)6

Nejdřı́ve si uved’me stručný slovnı́ popis toho, jak by mohl hledaný TS pracovat.
TS T pro vstupnı́ slovo w ∈ {0}∗:

1) Zamı́tá vstupnı́ slovo w, pokud w = ε; v opačném přı́padě přejde k bodu 2).
2) Projde zleva doprava pásku a „přeškrtne“ každý druhý symbol 0.
3) Pokud v části 2) obsahovala páska jediný symbol 0, přijme w. Jinak pokračuje bodem 4).

6Jazyk L nenı́ bezkontextový, neexistuje tedy ZA, který by jej přijı́mal. Pro důkaz tohoto tvrzenı́ však nemáme
o bezkontextových jazycı́ch v našem textu dostatek poznatků.
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4) Pokud v části 2) obsahovala páska vı́ce než jeden symbol 0 a celkový počet těchto

symbolů byl
{

lichý, zamı́tne w,
sudý, vrátı́ čtecı́ hlavu na levý okraj pásky a přejde k bodu 2).

Průvodce studiem

Je zřejmé, že TS T při každém průchodu pásky v bodě 2) zmenšı́ počet zapsaných nul
na polovinu, tzn. obsahovala-li původně páska 2k nul, po „škrtánı́“ jich bude obsahovat
pouze 2k−1. Opakuje-li se uvedená akce dostatečně mnohokrát, pak z každého vstupnı́ho
slova tvaru 02

n
zůstane na pásce jediná neškrtnutá nula a v bodě 3) je vstupnı́ slovo přijato.

Jestliže vstupnı́ slovo nebylo tvaru 02
n

, musı́ časem dojı́t k tomu, že se na pásce objevı́
lichý počet nul, a slovo je pak v bodě 4) zamı́tnuto.

Jak máte rozumět termı́nu „škrtánı́ “? Celkem jednoduše, TS má přece možnost pře-
psat čtený symbol jiným symbolem. Může tedy napřı́klad přepsat symbol 0 páskovým
symbolem X .

Před formálnı́m popisem TS T si povšimněte následujı́cı́ho technického zádrhelu: Bude-
li se čtecı́ hlava vracet nad nejlevějšı́ polı́čko pásky, bez jeho označenı́ symbolem odlišným
od 0 a od X nemá TS možnost zjistit, že je čtecı́ hlava už nad tı́mto polı́čkem. Pokud by
totiž na uvedeném polı́čku zůstala 0 (přeškrtnuta je vždy sudá 0), TS by se při návratu čtecı́
hlavy zřejmě zacyklil – již vı́te, že „přı́kaz“ posunout čtecı́ hlavu mimo levý okraj pásky
vede k výpočetnı́mu kroku, při němž setrvá čtecı́ hlava nad nejlevějšı́m polı́čkem; tento
krok výpočtu by byl proveden znovu a znovu ... Snad tedy nebudete překvapeni tı́m, že
1. nula bude „označena“ přepsánı́m na symbol – prázdný znak v páskové abecedě již
je, a nemusı́me tedy použı́vat dalšı́ páskové symboly. Prázdný znak nám potom na začátku
pásky bude signalizovat: „Zde je 1. nula vstupnı́ho slova!“

Formálnı́ popis výše uvedeného TS:

T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−), kde

Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q+, q−},
Σ = {0},
Γ = {0, X, }
a přechodová funkce δ je pro většı́ názornost popsána na obrázku 7 grafem (analogickým
stavovému diagramu KA), v němž označenı́ hrany (0, , P ) mezi uzly q0, q1 znamená,
že δ(q0, 0) = (q1, , P ). Podobně u ostatnı́ch hran.

Průvodce studiem

Neznepokojujte se úvahami na téma: Ve stavu q0 přece TS T nemůže nikdy čı́st symbol X .
Proč je tedy na uvedeném obrázku popsán přechod z takové situace do zamı́tajı́cı́ho stavu?

Odpověd’je prostá: Protože přechodovou funkci Turingova stroje máme definovánu pro
každý stav a každý páskový symbol. Je tedy přirozené definovat pro takovou situaci přechod
(napřı́klad) do zamı́tajı́cı́ho stavu.

Pro lepšı́ pochopenı́ činnosti TS T si uvedeme přı́klady výpočtů jednak pro slovo nepatřı́cı́ do L
jednak pro slovo z jazyka L. (Pro většı́ názornost u každé konfigurace podtrhneme symbol, nad
nı́mž je čtecı́ hlava.)

1) (q0, 000, 1) ` (q1, 00, 2) ` (q2, X0, 3) ` (q3, X0 , 4) ` (q−, X0, 3),

2) (q0, 0000, 1) ` (q1, 000, 2) ` (q2, X00, 3) ` (q3, X00, 4) ` (q2, X0X , 5) `
(q4, X0X, 4) `∗ (q4, X0X, 1) ` (q1, X0X, 2) ` (q1, X0X, 3) `
(q2, XXX, 4) ` (q2, XXX , 5) ` (q4, XXX, 4) `∗ (q4, XXX, 1) `
(q1, XXX, 2) `∗ (q1, XXX , 5) ` (q+, XXX, 4).
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( ␣, ␣, L)

( 0, X, P)

  ( ␣, ␣, L)

q0

(␣,    X, P)
(X,    X,    P)

( 0, ␣, P)
q1

( ␣, ␣, L)

(X,    X,    P) ( ␣, ␣, P)
q4

   (X,    X,L)
  (0,  0,L)

q2

(0,  0,P)   ( 0, X, P)

   ( X, X, P)

q− q+ q3

( X, X, P)

Obrázek 7: Schéma TS k přı́kladu 2.8

2.1.1 Nedeterministické Turingovy stroje

Podobně, jako jsme definovali NKA nebo (nedeterministický) zásobnı́kový automat, zavedeme
také nedeterministický TS. Půjde o takovou modifikaci TS, jehož přechodová funkce bude
přiřazovat každé dvojici (stav, páskový symbol) množinu trojic tvaru (stav, páskový symbol,
požadovaný posun čtecı́ hlavy).

Definice 2.9. Nedeterministickým Turingovým strojem (zkráceně ozn. NTS) nazýváme uspořá-
danou sedmici (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−), kde

Q je konečná neprázdná množina stavů,
Σ je vstupnı́ abeceda,
Γ je pásková abeceda, Σ ⊂ Γ, Γ− Σ obsahuje speciálnı́ (tzv. prázdný) symbol ,
δ : Q× Γ→ 2Q×Γ×{L,P} je přechodová funkce,
q0 ∈ Q je počátečnı́ stav,
q+∈ Q je přijı́majı́cı́ stav,
q−∈ Q je zamı́tajı́cı́ stav, přičemž q+ 6= q− .

Průvodce studiem

Pojmy konfigurace, krok výpočtu a výpočet nedeterministického Turingova stroje zavádı́me
analogicky pojmům, které již znáte.

Definice 2.10. Mějme libovolný NTS T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−). Každou uspořádanou trojici
(q, α, i) ∈ Q× Γ∗ × N nazveme konfiguracı́ nedeterministického Turingova stroje T .

Krok výpočtu T definujeme za pomoci přechodové funkce δ jako binárnı́ relaci` (na množině
všech konfiguracı́) analogicky kroku výpočtu TS.

Symbolem `∗ budeme označovat reflexivnı́ a tranzitivnı́ uzávěr relace `, symbolem `+
tranzitivnı́ uzávěr relace `.

Výpočet nedeterministického Turingova stroje definujeme prostřednictvı́m relace `∗.

Definice 2.11. O každém NTS T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−) řekneme, že přijı́má vstupnı́ slovo
w ∈ Σ∗, právě když (q0, w, 1) `∗ (q+, w′, i), kde w′ ∈ Γ∗ a i ∈ N.
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Průvodce studiem

Podle uvedené definice je vstupnı́ slovo w přijato, pokud pro w existuje „větev výpočtu“
NTS T končı́cı́ konfiguracı́ obsahujı́cı́ přijı́majı́cı́ stav. Nezáležı́ tedy na tom, jestli pro
NTS T a vstupnı́ slovo w

– ostatnı́ „větve výpočtu“ končı́ konfiguracemi obsahujı́cı́mi zamı́tajı́cı́ stav,
– existuje „nikdy nekončı́cı́ větev výpočtu“ (signalizujı́cı́ možnost zacyklenı́).

Co se týče zamı́tánı́ vstupnı́ho slova, nebudeme je definovat! Ne že by definovat nešlo,
ale v následujı́cı́ch partiı́ch je vůbec nebudeme potřebovat.

Definice 2.12. Jazyk L přijı́maný nedeterministickým Turingovým strojem
T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−) značı́me L(T ) a definujeme následovně:

L(T ) = {w ∈ Σ∗; NTS T přijı́má w}.

Průvodce studiem

Uvedenou definici lze přeformulovat následovně:
Jazyk L je přijı́mán nedeterministickým Turingovým strojem T , právě když pro každé

slovo z L existuje „přijı́majı́cı́ větev výpočtu“ stroje T a pro žádné slovo neležı́cı́ v L taková
výpočetnı́ větev T neexistuje.

Poznámka 2.13. Poznamenejme, že třı́dy deterministických a nedeterministických Turingo- Stejná výpočetnı́
sı́la
deterministických
a nedeterministic-
kých Turingových
strojů.

vých strojů majı́ stejnou výpočetnı́ sı́lu. Uvedené tvrzenı́ bude přı́mým důsledkem věty 3.16.

Průvodce studiem

Možná si kladete otázku: Proč tedy zavádı́me pojem NTS, když tı́m nezvýšı́me výpočetnı́
sı́lu deterministických Turingových strojů? Odpověd’ tkvı́ v definici třı́d složitostı́ popiso-
vaných v kapitole 3 – jedna (velmi užitečná) třı́da složitosti je definována právě s pomocı́
NTS.

Shrnutı́
TS je zařı́zenı́ vybavené konečněstavovou řı́dicı́ jednotkou, páskou nekonečné délky a čtecı́
a zapisovacı́ hlavou. Páska je ohraničená zleva a neohraničená zprava. Každý TS je jednoznačně
určen

– množinou stavů (v nichž se může nacházet řı́dicı́ jednotka),
– vstupnı́ abecedou Σ (vstupnı́ slova TS jsou tvořena řetězy ze Σ∗),
– páskovou abecedou Γ (na každém polı́čku pásky může být zapsán výhradně symbol z Γ;

pásková abeceda obsahuje všechny vstupnı́ symboly a tzv. prázdný znak, může však
zahrnovat ještě celou řadu dalšı́ch „pomocných“ symbolů),

– přechodovou funkcı́ δ, která každé dvojici (stav, symbol páskové abecedy) přiřazuje
uspořádanou trojici typu (stav, páskový symbol, označenı́ posunu čtecı́ a zapisovacı́
hlavy),

– třemi vyznačenými stavy:
a) počátečnı́m stavem (v něm bude řı́dicı́ jednotka před zahájenı́m práce daného TS,

at’je na vstupu jakékoli vstupnı́ slovo),
b) přijı́majı́cı́m stavem (ocitne-li se v něm řı́dicı́ jednotka kdykoli v průběhu činnosti,

TS okamžitě zastavı́ svůj výpočet a přijı́má vstupnı́ slovo),
c) zamı́tajı́cı́m stavem (ocitne-li se v něm řı́dicı́ jednotka kdykoli v průběhu činnosti,

TS okamžitě zastavı́ svůj výpočet a zamı́tá vstupnı́ slovo).
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Výpočet každého TS je tvořen posloupnostı́ kroků výpočtu – v každém z nich TS přejde
z aktuálnı́ho stavu do stavu nového, přepı́še symbol na pásce pod čtecı́ a zapisovacı́ hlavou
novým symbolem a posune hlavu o jedno polı́čko doprava nebo doleva. (Pokud je hlava nad
nejlevějšı́m polı́čkem pásky, mı́sto posunu doleva setrvá nad aktuálnı́m polı́čkem.) Informace
o tom, do jakého stavu má stroj přejı́t, jakým symbolem má být přepsán symbol pod čtecı́
a zapisovacı́ hlavou a kam se má hlava posunout, jsou obsaženy ve výsledku přechodové
funkce aplikované na dvojici (aktuálnı́ stav, čtený symbol).

V průběhu výpočtu se měnı́ tzv. konfigurace TS, tj. situace, v nı́ž se TS nacházı́ a která je
charakterizována aktuálnı́m stavem, neprázdným obsahem pásky a umı́stěnı́m čtecı́ a zapisovacı́
hlavy. Každý výpočet začı́ná v počátečnı́ konfiguraci, která je určena

– počátečnı́m stavem,
– vstupnı́m slovem na pásce (na každém polı́čku pásky je jeden symbol, pro zápis vstupnı́ho

slova na pásku jsou využita nejlevějšı́ polı́čka pásky, na každém dalšı́m polı́čku je pak
zapsán prázdný symbol – napravo od vstupnı́ho slova je jich tedy nekonečně mnoho),

– umı́stěnı́m čtecı́ a zapisovacı́ hlavy nad 1. polı́čkem pásky.
Výpočet končı́ v okamžiku, kdy se TS ocitne

• v přijı́majı́cı́m stavu – pak řı́káme, že TS přijal své vstupnı́ slovo,
• v zamı́tajı́cı́m stavu – pak řı́káme, že TS zamı́tl své vstupnı́ slovo.

Pokud se TS nedostane ani do přijı́majı́cı́ho, ani do zamı́tajı́cı́ho stavu, řı́káme, že cyklı́. Mno-
žina všech slov, jež jsou přijı́mána, tvořı́ jazyk přijı́maný Turingovým strojem. Jestliže TS pro
žádné vstupnı́ slovo necyklı́, mı́sto termı́nu jazyk přijı́maný Turingovým strojem použı́váme
termı́n jazyk rozhodovaný Turingovým strojem.

NTS se od TS odlišuje zejména tvarem přechodové funkce (k nı́ se pojı́ známým způso-
bem pojmy krok výpočtu a výpočet): Přechodová funkce NTS zobrazuje každou dvojici stav
a páskový symbol na množinu uspořádaných trojic tvaru (stav, páskový symbol, označenı́ po-
sunu čtecı́ a zapisovacı́ hlavy). V každém kroku výpočtu může NTS z aktuálnı́ho stavu p na
základě znalosti čteného páskového symbolu a přejı́t do nového stavu q, přepsat čtený symbol
páskovým symbolem b a posunout čtecı́ a zapisovacı́ hlavu o 1 polı́čko doleva (resp. doprava)
– to vše za podmı́nky, že uspořádaná trojice (q, b, L) (resp. (q, b, P )) je obsažena ve výsledku
přechodové funkce δ pro argumenty p, a. V přı́padě, že by se čtecı́ a zapisovacı́ hlava při
prováděnı́ kroku výpočtu měla posunout nalevo od nejlevějšı́ho polı́čka pásky, zůstane hlava
nad výchozı́m polı́čkem.

Výpočet NTS se (podobně jako u NKA či ZA) může větvit do vı́ce variant. Pokud pro za-
dané vstupnı́ slovo existuje alespoň jedna varianta, kdy skončı́ NTS svůj výpočet v přijı́majı́cı́m
stavu, řı́káme, že NTS přijı́má dané slovo. Množina všech slov nad vstupnı́ abecedou, jež jsou
přijı́mána, tvořı́ jazyk přijı́maný nedeterministickým Turingovým strojem.

Třı́da všech nedeterministických Turingových strojů má stejnou výpočetnı́ sı́lu jako třı́da
všech Turingových strojů.

Pojmy k zapamatovánı́
• (Deterministický) Turingův stroj (TS),
• nedeterministický Turingův stroj (NTS),
• stav,
• vstupnı́ abeceda,
• pásková abeceda,
• přechodová funkce,
• počátečnı́ stav,
• přijı́majı́cı́ stav,
• zamı́tajı́cı́ stav,
• konfigurace,
• krok výpočtu,
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• výpočet,
• přijetı́ vstupnı́ho slova u TS i NTS,
• zamı́tnutı́ vstupnı́ho slova u TS,
• cyklenı́ pro vstupnı́ slovo u TS,
• jazyk přijı́maný Turingovým strojem deterministickým i nedeterministickým,
• jazyk rozhodovaný Turingovým strojem.

Kontrolnı́ otázky
1. Může TS zamı́tnout vstupnı́ slovo, aniž by vykonal aspoň jeden krok výpočtu?
2. Může se TS dostat do situace, kdy nedocházı́ k posunu jeho čtecı́ a zapisovacı́ hlavy

a přitom cyklı́?
3. Platı́, že jazyk přijı́maný Turingovým strojem obsahuje všechna slova nad vstupnı́ abece-

dou, která nejsou tı́mto strojem zamı́tána?
4. Zavedli jsme pojem jazyka rozhodovaného nedeterministickým Turingovým strojem?

Cvičenı́
1. Najděte TS, který pro každé vstupnı́ slovo cyklı́.
2. Najděte TS, který rozhoduje jazyk L = {w ∈ {a, b}+; prvnı́m i poslednı́m symbolem

řetězu w je a}.

Úkoly k textu

1. Upravte páskovou abecedu a přechodovou funkci TS z přı́kladu 2.8 pro přı́pad vstupnı́
abecedy Σ = {0, 1}.

Řešenı́
1. Turingových strojů, které cyklı́ pro všechna vstupnı́ slova je nekonečně mnoho. Uvedeme

dva jednoduché přı́klady:
a) TS T1 = ({q0, q+, q−}, {a}, {a, }, δ, q0, q+, q−),

kde δ(q0, a) = δ(q0, ) = (q0, , P ).
b) TS T2 = ({q0, q+, q−}, {a}, {a, }, δ, q0, q+, q−),

kde δ(q0, a) = δ(q0, ) = (q0, a, L).
2. Zadaný jazyk je rozhodován napřı́klad Turingovým strojem

T = ({q0, q1, q2, q+, q−}, {a, b}, {a, b, }, δ, q0, q+, q−),
kde přechodová funkce δ je schematizována nı́že, a to stejným způsobem, jaký byl použit
v přı́kladu 2.8.

(␣,   ␣,   P)
q0

(␣,    ␣, P)
(b,    b,   P)

( a, a, P)
q1

( a, a, P)

( a, a, P)

q+

q− q2
(␣,   ␣,   P)    (b,    b,   P)

   (b,    b,   P)
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2.2 Jazyky a problémy

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ znát, jaké jazyky jsou přiřazovány
Turingovým strojům, jak lze exaktně definovat algoritmus a jak jsou definovány řešitelné
a částečně řešitelné problémy. Dále bude schopen formulovat problém zastavenı́ Turingova
stroje a dokázat jeho neřešitelnost.

Klı́čová slova: Rekurzivnı́ jazyk, částečně rekurzivnı́ jazyk, řešitelný problém, částečně řeši-
telný problém, problém zastavenı́ Turingova stroje.

Potřebný čas: 150 minut.

Nejdřı́ve si uvedeme terminologii použı́vanou pro jazyky přiřazované k Turingovým strojům.

Definice 2.14. Necht’L je jazyk nad abecedou Σ.

a) Řekneme, že L je rekurzivnı́ jazyk7, právě když existuje TS, který rozhoduje L.
b) Řekneme, že L je částečně rekurzivnı́ jazyk8, právě když existuje TS, který přijı́má L.

Průvodce studiem

Připomeňme si, co plyne z definice jazyka rozhodovaného (resp. přijı́maného) Turingovým
strojem:

Pro rekurzivnı́ jazyk L tak musı́ existovat TS T , který přijı́má každé slovo z L a zamı́tá
každé slovo nepatřı́cı́ do L; tzn. T nikdy necyklı́.

Pro částečně rekurzivnı́ jazyk L pak musı́ existovat TS T , který přijı́má každé slovo z L
a každé slovo nepatřı́cı́ do L bud’zamı́tá anebo pro něj cyklı́.

Z definice 2.14 okamžitě plyne následujı́cı́ důsledek.

Důsledek 2.15. Každý rekurzivnı́ jazyk je také částečně rekurzivnı́.

Poznámka 2.16. Lze dokázat, že třı́da částečně rekurzivnı́ch jazyků je rovna třı́dě jazyků Jazyky typu 0 jsou
přijı́mány
Turingovými stroji.

typu 0. Přı́slušný důkaz9 je však dlouhý, a proto jej vynecháme.

2.2.1 Přı́klad jednoduchého rekurzivnı́ho jazyka

Přı́klad 2.17. Prokážeme, že jazyk L = {zz; z ∈ {a, e}+} je rekurzivnı́.

Podle definice rekurzivnı́ho jazyka musı́me najı́t TS, který rozhoduje L. Přı́kladem takového
Turingova stroje je TS T , jehož činnost lze rozdělit na dvě části:

I. T nalezne „střed“ vstupnı́ho slova, a to následujı́cı́m způsobem. Opakovaně označuje Hledánı́ „středu“
vstupnı́ho slova
Turingovým
strojem

1. dosud neoznačený vstupnı́ symbol tečkou a poslednı́ dosud neoznačený vstupnı́ symbol
dvěma tečkami. V okamžiku, kdy jsou všechny symboly vstupnı́ho slova označeny, je
rozdělenı́ slova na poloviny dokončeno. Pokud naposled označený symbol byl označen
1 tečkou, vstupnı́ slovo má lichou délku a T je zamı́tne. V přı́padě označenı́ poslednı́ho
symbolu 2 tečkami jde o slovo sudé délky a T přejde k porovnávánı́ obou polovin.

7Terminologie, s nı́ž se lze setkat v odborné literatuře nenı́ jednotná. Rekurzivnı́ jazyky jsou také nazývány
jazyky vyčı́slitelnými, rozhodnutelnými nebo řešitelnými.

8Částečně rekurzivnı́ jazyky bývajı́ v odborné literatuře nazývány také jazyky rekurzivně spočetnými nebo
rekurzivně vyčı́slitelnými.

9Zájemce jej může nalézt např. v [Hop69] nebo v [Chy82].
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Průvodce studiem

Aby bylo možné označovat symboly vstupnı́ abecedy 1 či 2 tečkami, pásková abeceda musı́
pochopitelně obsahovat kromě každého vstupnı́ho symbolu x také „označené“ symboly
ẋ a ẍ. Proces hledánı́ „středu“ vstupnı́ho slova aeeaee tak vede k následujı́cı́m obsahům
pásky:

a) aeeaee . . .
b) ȧeeaee . . .
c) ȧeeaeë . . .
d) ȧėeaeë . . .
e) ȧėeaëë . . .
f) ȧėėaëë . . .
g) ȧėėäëë . . .

II. T porovná 1. polovinu slova s 2. polovinou: Porovnávánı́
řetězů Turingovým
strojem

Postupně porovnává symboly na prvnı́ch pozicı́ch, na druhých pozicı́ch, atd. Pokud
jsou všude na odpovı́dajı́cı́ch si pozicı́ch tytéž symboly, TS T vstupnı́ slovo přijme, při
nesplněnı́ uvedené podmı́nky vstupnı́ slovo zamı́tne.

Průvodce studiem

Aby TS T „věděl“, které symboly má právě porovnávat, úspěšně prověřené symboly po-
každé přeškrtne, tj. před porovnávánı́m symbolů na třetı́ch pozicı́ch bude na pásce napřı́klad
XXėXXë . . .

Následuje slovnı́ popis uvedeného TS.

TS T pro vstupnı́ slovo w:
1) Ověřı́, zda jde o slovo délky alespoň 2; pokud ne, zamı́tá w.
2) Označı́ nejlevějšı́ neoznačený symbol 1 tečkou. Jestliže je sousednı́ symbol napravo

označen 2 tečkami, zamı́tá w.
3) Označı́ nejpravějšı́ neprázdný neoznačený symbol 2 tečkami. Pokud je sousednı́ symbol

nalevo označen 1 tečkou, přejde k bodu 4); jinak přejde k bodu 2).
4) „Zapamatuje si“ nejlevějšı́ symbol označený 1 tečkou, „přeškrtne jej“ a přesune čtecı́

hlavu nad nejlevějšı́ symbol označený 2 tečkami – jde-li o jiný symbol, než je ten „za-
pamatovaný“, TS T zamı́tá w; v opačném přı́padě symbol pod čtecı́ hlavou „přeškrtne“
a posune čtecı́ hlavu o 1 polı́čko doprava.

5) Je-li pod čtecı́ hlavou neprázdný symbol, přejde k bodu 4). Jinak TS T přijı́má w.

Průvodce studiem

Jistě vás napadlo, že TS T nemusı́ pracovat „jednosměrně“, ale že kvůli urychlenı́ své
práce je pro něj výhodnějšı́ činnost „obousměrná“, tj. označovánı́ symbolů 1 a 2 tečkami
může být prováděno i při návratu čtecı́ hlavy (od symbolu naposled označeného 2 tečkami)
nad nejlevějšı́ neoznačený symbol. Pro vstupnı́ slovo aeeaee by pak označovánı́ probı́halo
v následujı́cı́m pořadı́:

a) ȧeeaee . . .
b) ȧeeaeë . . .
c) ȧeeaëë . . .
d) ȧėeaëë . . .
e) ȧėėaëë . . .
f) ȧėėäëë . . .
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Podobně lze urychlit i porovnávánı́ symbolů v bodech 4) a 5).
Uvedená urychlenı́ však vedou k trochu náročnějšı́mu slovnı́mu popisu TS T a také

k mı́rně komplikovanějšı́ přechodové funkci stroje T . Hlavnı́m důvodem, proč zde uvádı́me
TS T pracujı́cı́ „pouze jednosměrně“, je tedy jednoduššı́ popis.

Formálně:

TS T = (Q,Σ,Γ, δ, q0, q+, q−), kde

Q = {q+, q−, qa, qb, q0, q1, . . . , q11},
Σ = {a, e},
Γ = {a, e, ȧ, ė, ä, ë, ā, ē, X, }
a přechodová funkce δ je znázorněna na obrázku 8 tı́mtéž způsobem, jaký byl použit
v přı́kladu 2.8.

(Pokud na obrázku z některého stavu nevede dál hrana pro některý páskový symbol, je tomu
tak z důvodu většı́ přehlednosti – každá taková hrana by končila v zamı́tajı́cı́m stavu.)

Průvodce studiem

Všimněte si podobného obratu, jaký se vyskytl v přı́kladu 2.8: Mı́sto označenı́ symbolu na
nejlevějšı́m polı́čku pásky jednou tečkou je onen symbol označen pruhem. Odlišné označenı́
pak umožnı́ stroji T při návratu čtecı́ hlavy (nejenom) z konce vstupnı́ho slova rozpoznat
1. polı́čko pásky.

2.2.2 Konvence pro popis Turingových strojů

Přı́klad 2.17 ukazuje, jak narůstá počet stavů a komplikuje se formálnı́ popis i u TS zpraco-
vávajı́cı́ho celkem jednoduchou úlohu. Proto nadále formálnı́ popis u žádného TS již uvádět
nebudeme a spokojı́me se pouze se stručným slovnı́m popisem. Detaily typu „jak TS označuje, Nadále jen slovnı́

popis TSporovnává či přesouvá symboly na pásce“ ponecháme laskavému čtenáři k samostatnému pro-
mýšlenı́ – nikomu s alespoň minimálnı́ programátorskou zkušenostı́ by to nemělo činit zvláštnı́
potı́že.

Protože se v tomto textu setkáme ještě s celou řadou Turingových strojů, domluvme se na
použı́vánı́ následujı́cı́ symboliky. Pokud vstupnı́ slovo Turingova stroje označı́me symbolem Dohoda pro

označovánı́
vstupnı́ch slov TS

• w (x, s, apod.), budeme jej vnı́mat jen jako řetěz vstupnı́ch symbolů,
• 〈A〉, budeme jej chápat jako řetěz vstupnı́ch symbolů představujı́cı́ zakódovánı́ ob-

jektu A,
• 〈A1, . . . , An〉, budeme jej chápat jako řetěz vstupnı́ch symbolů představujı́cı́ zakódovánı́

objektů A1, . . . , An.

Průvodce studiem

Co si máte pod „zakódovánı́m objektu A“ představit? Jednoduše řetěz symbolů, který
dohodnutým způsobem jednoznačně popisuje objekt A.

Pokud je tedy A napřı́klad maticı́, může jı́t o řetěz obsahujı́cı́ jednotlivé prvky této matice,
oddělené vždy nějakým speciálnı́m znakem (např.&), přičemž nejdřı́ve jsou uvedeny prvky
1. řádku, pak prvky 2. řádku, atd. Mezi poslednı́m prvkem jednoho řádku a prvnı́m prvkem
řádku následujı́cı́ho je přitom nějaký jiný speciálnı́ oddělovacı́ znak (např. #).
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q0

(␣,    ␣, P)

( a, ā, P)
( e, ē, P) q1

q−

      (␣,    ␣, P)
   ( ä, ä, P)
   ( ë, ë, P)

q3          
( e, ë, L)
( a, ä, L)

q6

q5           
( e, e, L)
( a, a, L)

         ( ē, X,   P)

q4

   ( ȧ, ȧ, L)
   ( ė, ė, L)( ā, X,   P)

qa

( ä, X,   P)

( ā, X,   P)( ȧ, ȧ, P)
( ė, ė, P)
(X,    X,   P)

qe

           ( ë, X,   P)

( ē, X,   P)
q7

q8

q9          
( ė, ė, L)
( ȧ, ȧ, L)

q+

q11

q10

    (X,    X,   P)

   ( ė, ė, L)
   ( ȧ, ȧ, L)

(X,    X,   L)

( ä, ä, L)             
( ë, ë, L)      (␣,    ␣, P)

   ( ȧ, ȧ, L)
    ( ė, ė, L)

        ( ȧ, ȧ, P)
        ( ė, ė, P)
        (X,    X,   P)

( ė, X, P)( ȧ, X, P)

               
( e, e, L)
( a, a, L)        

   ( ȧ, ȧ, P)
   ( ė, ė, P)
   ( ā, ā, P)
   ( ē, ē, P)

q2

      (␣,    ␣, L)
   ( ä, ä, L)
   ( ë, ë, L)

  ( e, e, P)
          ( a, a, P)

( a, a, P)
( e, e, P)

      ( a, ȧ, P)
                      ( e, ė, P)

( ë, ë, P)    ( ä, ä, P)

Obrázek 8: Schéma TS k přı́kladu 2.17
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Matice
(

a b a
c a a

)
by tak byla reprezentována řetězem a& b& a# c& a& a.

Jestliže je objektů vı́ce, jejich jednotlivá zakódovánı́ mohou být od sebe oddělena opět
nějakým speciálnı́m symbolem. Ostatně, výše uvedenou matici můžeme vnı́mat jako soubor
jejı́ch řádků, přičemž každý je od ostatnı́ch oddělen symbolem #.

Dále se domluvme na zkrácenı́ slovnı́ho popisu TS prostřednictvı́m souslovı́ „pro vstupnı́ TS nejdřı́ve
kontroluje
správnost
zakódovánı́.

slovo 〈A〉“. Uvedené souslovı́ budeme použı́vat v úvodu popisu a budeme jı́m zkracovat
pokyn, aby daný TS nejdřı́ve zkontroloval, zda 〈A〉 odpovı́dá správnému zakódovánı́ objektu A
– pokud ne, TS zamı́tne 〈A〉.

Průvodce studiem

Představte si napřı́klad, že popis zahájı́me slovy: „TS T pro vstupnı́ slovo 〈A〉, kde A
je čtvercová matice ...“ Pak jsme stroji T již předepsali, že pro libovolné vstupnı́ slovo
má nejdřı́ve zkontrolovat, jestli jde o korektnı́ zakódovánı́ čtvercové matice, tj. zda je na
každém řádku matice stejný počet prvků a zda tento počet odpovı́dá také počtu řádků.
Nenı́-li kontrola v pořádku, TS přı́slušné vstupnı́ slovo ihned zamı́tne. V opačném přı́padě
může TS začı́t vykonávat dalšı́ přı́kazy uvedené následovně (a nemusı́me se tedy již starat
o to, jestli je „zpracovávaná“ matice čtvercová.)

2.2.3 Churchova–Turingova teze

Dřı́ve než si popı́šeme problém, který nelze vyřešit pomocı́ žádného algoritmu, musı́me si
ujasnit, co přesně budeme chápat pod pojmem algoritmus.

Jde o pojem běžně užı́vaný a téměř každému srozumitelný – vždyt’kdo by neznal ze základnı́
školy algoritmy pro násobenı́ 2 celých čı́sel či řešenı́ 1 lineárnı́ rovnice o 1 neznámé nebo
ze střednı́ školy např. algoritmus pro nalezenı́ řešenı́ kvadratické rovnice. Algoritmus bývá
charakterizován jako posloupnost elementárnı́ch kroků, která pro libovolná povolená vstupnı́
data dává po konečně mnoha krocı́ch požadovaný výsledek, přičemž

• každý elementárnı́ krok je mechanicky proveditelný (tj. např. pomocı́ nějakého stroje),
• pro stejná vstupnı́ data je výsledek pokaždé tentýž.

Uvedená charakteristika je často nazývána intuitivnı́m pojetı́m algoritmu. Zdá se být formulo- Intuitivnı́ pojetı́
algoritmuvána přesně, tak proč intuitivnı́? Odpověd’spočı́vá v nejasnosti termı́nu „elementárnı́ krok“.

Pokud jej vztáhneme ke konkrétnı́mu výpočetnı́mu (přı́padně abstraktnı́mu) zařı́zenı́, dosta-
neme konečně exaktnı́ definici algoritmu.

Vzhledem k předchozı́m kapitolám zřejmě nepřekvapı́, že za konkrétnı́ zařı́zenı́ s přesně defi-
novanými výpočetnı́mi kroky zvolı́me právě TS. Je snadno ověřitelné, že TS, který necyklı́ pro
žádné vstupnı́ slovo, splňuje všechny podmı́nky požadované v intuitivnı́ „definici“ algoritmu.

Průvodce studiem

Přemýšlı́te-li o tom, kde hledat výstup Turingova stroje, který ukončil svůj výpočet přecho-
dem do přijı́majı́cı́ho nebo zamı́tajı́cı́ho stavu, podı́vejte se na jeho pásku – konečný výstup
je představován neprázdným obsahem pásky.

Obrácené tvrzenı́, a sice, že ke každému intuitivně chápanému algoritmu lze nalézt odpovı́-
dajı́cı́ (nikdy necyklı́cı́) TS, obecně dokázat nelze. Nikdo na celém světě však nenalezl žádný
protipřı́klad.
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Průvodce studiem

Nemožnost obecně dokázat poslednı́ tvrzenı́ je důsledkem vágnosti pojmu elementárnı́ krok
intuitivně chápaného algoritmu.

Dostáváme tak sice nedokazatelnou, ale všeobecně přijı́manou tezi:

Churchova–Turingova10 teze [čti Čerčova–Ťůringova]:
Intuitivně chápaný algoritmus = algoritmus realizovatelný na Turingově stroji. Algoritmus a TS

Průvodce studiem

Od této chvı́le můžete veškeré výsledky vztahujı́cı́ se k necyklı́cı́m Turingovým strojům
(a tedy také k rekurzivnı́m jazykům) interpretovat jako výsledky vztahujı́cı́ se k algoritmům.

2.2.4 Rozhodovacı́ problémy

Před vlastnı́m studiem problémů bychom měli nejdřı́ve popsat, co budeme v našem textu
rozumět pod pojmem problém.

Problémem budeme chápat úlohu nalézt odpověd’ na otázku vztahujı́cı́ se ke konečně mnoha
zadaným parametrům. Zadánı́ problému tak musı́ zahrnovat

• obecný popis všech jeho parametrů,
• vlastnı́ zněnı́ úlohy.

Přı́padem problému pak budeme nazývat problém s konkrétnı́mi hodnotami jeho parametrů.11

Přı́klad 2.18. Demonstrujme výše uvedené pojmy na následujı́cı́ch přı́kladech.

1) Problém ekvivalence bezkontextových gramatik je dán

a) svými parametry12, jež tvořı́ dvě bezkontextové gramatiky,
b) otázkou: „Jsou zadané bezkontextové gramatiky ekvivalentnı́?“

Přı́padem tohoto problému je např. úloha zjistit, zda jsou ekvivalentnı́ bezkontextové
gramatiky G1 a G2, kde

G1 obsahuje pouze pravidla S → aSSb |Ab,
A → aSb | a,

G2 obsahuje pouze pravidla S → aAb |Ab,
A → aSb |SS | a.

2) Problém mohutnosti jazyka přijı́maného Turingovým strojem je dán

a) jediným parametrem, a sice Turingovým strojem,
b) otázkou: „Jaká je mohutnost jazyka přijı́maného zadaným Turingovým strojem?“

Přı́padem tohoto problému je např. úloha zjistit mohutnost jazyka přijı́maného Turingo-
vým strojem popsaným v přı́kladu 2.8.

Pokud se máme zabývat otázkou existence algoritmu řešı́cı́ho nějaký problém, bude výhodné
zúžit výběr zkoumaných problémů jenom na ty, které majı́ co nejjednoduššı́ možné výsledky.
Jako optimálnı́ se jevı́ tzv. rozhodovacı́ problémy.

10Uvedená teze byla nejdřı́ve formulována A. Churchem s použitı́m jiného formalismu (konkrétně λ–kalkulu),
A. Turing však záhy prokázal jeho (vzájemnou) převoditelnost na svůj formalismus.

11Mı́sto přı́padu problému se lze v literatuře setkat také s termı́nem instance problému. [Kuč89] použı́vá mı́sto
dvojice problém a přı́pad problému pojmy úloha a výskyt úlohy.

12Mı́sto parametrů budeme často psávat „vstup“ problému.
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Definice 2.19. Za rozhodovacı́ problém považujeme problém, jehož každý přı́pad má bud’řešenı́
ANO nebo řešenı́ NE.

Přı́klad 2.20. Rozhodovacı́mi problémy jsou napřı́klad

• problém ekvivalence dvou zadaných gramatik,
• problém konečnosti jazyka přijı́maného Turingovým strojem.

Rozhodovacı́m problémem naproti tomu nenı́ problém určený otázkou: Jaká je mohutnost
jazyka přijı́maného zadaným Turingovým strojem?

Průvodce studiem

Omezujeme-li se pouze na studium rozhodovacı́ch problémů, neznamená to, že bychom
rezignovali na všechny ostatnı́. Některé z nich je možné převádět na posloupnosti rozhodo-
vacı́ch problémů. Napřı́klad úlohu zjistit, kolik různých reálných čı́sel tvořı́ řešenı́ zadané
kvadratické rovnice lze převést na následujı́cı́ posloupnost rozhodovacı́ch problémů:

1) Problém existence reálného řešenı́ ...
{

odpověd’NE značı́ 0 reálných řešenı́,
při odpovědi ANO přejdeme k problému 2).

2) Problém počtu různých reálných řešenı́ kvadratické rovnice (s nezáporným diskrimi-

nantem) ...
{

odpověd’NE můžeme přiřadit 1 (dvojnásobnému) reálnému řešenı́,
odpověd’ANO můžeme přiřadit 2 různým reálným řešenı́m.

Definice 2.21. Řekneme, že rozhodovacı́ problém je řešitelný13, právě když existuje TS T ,
který pro každý přı́pad daného problému zastavı́ v koncovém stavu{

q+, je-li řešenı́m tohoto přı́padu ANO,
q−, je-li řešenı́m tohoto přı́padu NE.

Neexistuje-li takový TS, řı́káme, že daný problém je neřešitelný.

Průvodce studiem

Všı́máte si, že byl v definici použit nikdy necyklı́cı́ TS? Tj. rozhodovacı́ problém nazýváme
řešitelný, jestliže existuje algoritmus, který pro každý přı́pad tohoto problému vydá jako
svůj výstup správné řešenı́ (ANO nebo NE).

Přı́klad 2.22. Je řešitelný rozhodovacı́ problém přijetı́ vstupnı́ho slova konečným automatem?
(Každý přı́pad tohoto problému je zřejmě určen konkrétnı́m KA a konkrétnı́m vstupnı́m slovem.)

Pro kladné zodpovězenı́ položené otázky musı́me být podle definice schopni nalézt odpovı́dajı́cı́
TS. (Ve zkratce řečeno, musı́me najı́t TS, který řešı́ daný problém.) Požadavky kladené definicı́
splňuje následujı́cı́ TS.

TS T pro vstupnı́ slovo 〈B,w〉, kde B je KA a w je řetěz nad jeho vstupnı́ abecedou:

1) Simuluje činnost KA B pro vstupnı́ slovo w.

2) Pokud B skončı́ po přečtenı́ slova w

{
v koncovém stavu, TS T přijı́má 〈B,w〉,
mimo koncový stav, TS T zamı́tá 〈B,w〉.

13Terminologie použı́vaná v odborné literatuře opět nenı́ jednotná. Řešitelný problém bývá nazýván také problé-
mem rozhodnutelným, rekurzivně řešitelným nebo algoritmicky řešitelným.
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Přı́klad zakódovánı́
KA

Průvodce studiem

1) Ve slovnı́m popisu Turingova stroje je již použito souslovı́ „pro vstupnı́ slovo 〈B,w〉,
kde B je KA a w je ...“, které podle dřı́vějšı́ dohody interpretujeme jako pokyn, aby TS T
nejdřı́ve zkontroloval správnost zakódovánı́ u slova, které má na svém vstupu. Jak to může
provést?

Představte si třeba KA B = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde
Q = {q1, . . . , q6}, q1

ozn.
= q0,

Σ = {a1, . . . , a4},
a F = {q2, q3}.

Napřı́klad přechod δ(q5, a2) = q4 může být zakódován jako řetěz 05102104.
Celý KA B pak může být zakódován jako řetěz
〈B〉 = 106110411 0510210411 . . .︸ ︷︷ ︸

zakódovánı́ δ

1110210311.

(Prvnı́ podřetěz šesti nul znamená množinu šesti stavů, dalšı́ podřetěz čtyř nul značı́ čtyři
symboly ve vstupnı́ abecedě, část odpovı́dajı́cı́ přechodové funkci δ obsahuje všechny
přechody kódované výše popsaným způsobem a na závěr, za trojicı́ jedniček, podřetězy
dvou a třı́ nul vyjadřujı́, že 2. i 3. stav patřı́ do množiny koncových stavů.)

Vstupnı́ slovo w = a2a2a3 by mohlo být kupřı́kladu kódováno jako řetěz 〈w〉 =
02102103.

Kontrola správnosti zakódovánı́ automatu B by spočı́vala v ověřenı́ požadované struk-
tury řetězu 〈B〉 (tzn. jedna jednička následována kladným počtem nul, pak dvě jedničky,
kladný počet nul, dvě jedničky, atd.) a dále v ověřenı́, že v úseku popisujı́cı́m koncové stavy
nikde počet nul nepřevyšuje počet nul udávajı́cı́ch celkový počet stavů v Q a že v úseku
popisujı́cı́m přechodovou funkci je zanesen právě jeden přechod pro každou dvojici (stav,
vstupnı́ symbol). Podobně by proběhla kontrola správnosti zakódovánı́ vstupnı́ho slova w.

2) Jak si máte představit simulaci KA B Turingovým strojem T ? Napřı́klad následovně:
TS T si za vstupnı́ slovo na pásku zapı́še označený počátečnı́ stav automatu B a v zakódovánı́
slova w označı́ 1. symbol. Potom pro označený stav a označený symbol hledá v zakódovánı́
přechodové funkce automatu B odpovı́dajı́cı́ přechod. Jakmile jej najde, mı́sto původnı́ho
stavu označı́ přechodem určený výsledný stav, zrušı́ označenı́ symbolu ve vstupnı́m slovu
a označı́ následujı́cı́ symbol vstupnı́ho slova. Uvedenou činnost opakuje, dokud může
označovat nové symboly vstupnı́ho slova. V okamžiku, kdy nemá k dispozici dalšı́ symbol
k označenı́ (tj. vstupnı́ slovo je přečteno), zkontroluje, jestli je poslednı́ označený stav
koncovým stavem automatu B. Na základě výsledku této kontroly pak TS T přejde bud’do
přijı́majı́cı́ho anebo do zamı́tajı́cı́ho stavu.

Poznámka 2.23. Je zajı́mavé podı́vat se na jazyk, který je rozhodován Turingovým strojem T
z přı́kladu 2.22. Jde o jazyk
{〈B,w〉; B je KA, který přijı́má vstupnı́ slovo w},

který zahrnuje zakódovánı́ všech přı́padů problému (zkoumaného v přı́kladu 2.22), jež majı́
řešenı́ ANO.

Uvedený poznatek má obecnějšı́ platnost, jak sděluje následujı́cı́ věta.

Věta 2.24. Problém P je řešitelný, právě když jazyk {〈P 〉; P je přı́pad problému P s řešenı́m Řešitelné problémy
∼ rekurzivnı́ jazykyANO} je rekurzivnı́.

Důkaz. Jde o přı́mý důsledek definic rekurzivnı́ho jazyka a řešitelného rozhodovacı́ho pro-
blému.

Poznámka 2.25. Věta 2.24 poukazuje na vzájemnou převoditelnost konkrétnı́ch rekurzivnı́ch
jazyků a řešitelných problémů. Veškeré poznatky zı́skané o rekurzivnı́ch jazycı́ch tak můžeme
aplikovat na řešitelné problémy.

64



Průvodce studiem

Kvůli velké důležitosti popisovaných vzájemných převodů (hojně využı́vaných v kapitole 3)
si ještě jednou uvědomme, že jazyk „odpovı́dajı́cı́“ řešitelnému problému vždy zahrnuje
pouze zakódovánı́ těch přı́padů daného problému, jež majı́ řešenı́ ANO. Napřı́klad jazyk
„odpovı́dajı́cı́“ problému prvočı́selnosti přirozených čı́sel by zahrnoval zakódovánı́ všech
prvočı́sel.

Pro úplnost uvedeme také definici částečně řešitelných problémů a jejich převoditelnost na
částečně rekurzivnı́ jazyky.

Definice 2.26. Řekneme, že rozhodovacı́ problém je částečně řešitelný14, právě když existuje
TS T , který pro každý přı́pad daného problému{

zastavı́ v koncovém stavu q+, je-li řešenı́m tohoto přı́padu ANO,
zastavı́ v koncovém stavu q− anebo cyklı́, je-li řešenı́m tohoto přı́padu NE.

Průvodce studiem

Všimněte si, že TS použitý v definici nepředstavuje algoritmus, nýbrž proceduru, protože
pro některá vstupnı́ slova může cyklit.

Mimochodem, schopnost Turingových strojů začı́t cyklit dobře známe u jiných, reálněj-
šı́ch zařı́zenı́, jež většinou okupujı́ naše pracovnı́ stoly, a sice u stolnı́ch počı́tačů. Tento rys
(stolnı́ch) počı́tačů, mnohými považovaný za základnı́, možná leckoho přesvědčı́ o tom, že
TS skutečně představuje obecný výpočetnı́ prostředek.

Věta 2.27. Rozhodovacı́ problém P je částečně řešitelný, právě když jazyk Částečná
řešitelnost ∼
částečná
rekurzivita

{〈P 〉; P je přı́pad problému P s řešenı́m ANO} je částečně rekurzivnı́.

Důkaz. Jde o přı́mý důsledek definic částečně rekurzivnı́ho jazyka a částečně řešitelného roz-
hodovacı́ho problému.

2.2.5 Problém zastavenı́ Turingova stroje

Definice 2.28. Problémem zastavenı́ Turingova stroje nazýváme rozhodovacı́ problém, v němž
se má stanovit, zda zadaný TS pro dané vstupnı́ slovo přejde po konečném počtu výpočetnı́ch
kroků do přijı́majı́cı́ho nebo zamı́tajı́cı́ho stavu.

Poznámka 2.29. Pokud by byl problém zastavenı́ TS řešitelný, musel by existovat TS T ′

(neboli algoritmus), který pro každé vstupnı́ slovo 〈T,w〉, kde T je TS a w jeho vstupnı́ slovo,

zastavı́ v koncovém stavu
{

q+, jestliže T přijı́má anebo zamı́tá w,
q−, jestliže T pro vstupnı́ slovo w cyklı́.

V poznámce 2.29 se objevuje požadavek existence Turingova stroje, který dokáže simulovat
činnost libovolného TS T . Stroj s touto vlastnostı́ bývá nazýván univerzálnı́m Turingovým Univerzálnı́ TS
strojem.

14V odborné literatuře bývá částečně řešitelný problém nazýván rovněž problémem částečně rozhodnutelným
nebo částečně rekurzivně řešitelným.
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Průvodce studiem

Připomenete-li si způsob, jakým TS simuloval činnost libovolného KA v komentáři k přı́-
kladu 2.22, nenı́ těžké představit si činnost univerzálnı́ho Turingova stroje.

Univerzálnı́ TS svými schopnostmi evidentně splňuje požadavky očekávané od obec-
ného výpočetnı́ho prostředku, nebot’dokáže zpracovávat libovolný algoritmus (představo-
vaný Turingovým strojem) včetně přı́slušných vstupnı́ch dat. Tvořı́ tak teoretický předobraz
reálných počı́tačů a nalezenı́ jakýchkoli výpočetnı́ch omezenı́ znamená stejná omezenı́ pro
reálné počı́tače.

Věta 2.30. Problém zastavenı́ Turingova stroje nenı́ řešitelný. Neřešitelnost
problému zastavenı́
TSPrůvodce studiem

Uvedené tvrzenı́ nenı́ zase tak překvapivé. Vždyt’jakým způsobem bychom měli zjistit, že
TS (nebo počı́tačový program) cyklı́ a že nenı́ jenom ve velmi dlouhé fázi výpočtu, který
bude po konečné době ukončen?

Důkaz. Důkaz povedeme sporem.

Předpokládejme, že jde o řešitelný problém. Podle definice (a také poznámky 2.29) pak existuje
TS H , který pro vstupnı́ slovo 〈T,w〉, kde T je TS a w jeho vstupnı́ slovo

– přijı́má 〈T,w〉, jestliže TS T přijı́má anebo zamı́tá w,
– zamı́tá 〈T,w〉, jestliže TS T cyklı́ pro vstupnı́ slovo w.

Uvažme TS D, který pro vstupnı́ slovo 〈T 〉, kde T je TS:

1) Simuluje činnost TS H pro vstupnı́ slovo 〈T, 〈T 〉〉.

2) Jestliže H

{
přijı́má 〈T, 〈T 〉〉, TS D začne cyklit,
zamı́tá 〈T, 〈T 〉〉, TS D přijme 〈T 〉.

Průvodce studiem

Má-li TS D simulovat činnost stroje H , musı́ mı́t k dispozici pro tuto simulaci vstupnı́ slovo
kódujı́cı́ 2 objekty: jednak TS, jednak vstupnı́ slovo pro tento TS. Zakódovánı́ Turingova
stroje má D na svém vstupu, použije jej tedy dvakrát: jednou coby TS, podruhé coby řetěz
symbolů.

Na základě popisu TS D a TS H nám tedy vycházı́:

TS D

{
cyklı́ pro vstupnı́ slovo 〈T 〉, právě když TS T přijı́má nebo zamı́tá vstupnı́ slovo 〈T 〉,
přijı́má vstupnı́ slovo 〈T 〉, právě když TS T cyklı́ pro vstupnı́ slovo 〈T 〉.

Také D je TS. Přepı́šeme-li tedy předchozı́ vztah pro přı́pad T = D, dostaneme: TS D dostává na
svůj vstup
zakódovánı́ sebe
samého.

Průvodce studiem

Pokud vám připadá málo pochopitelná situace, že TS D dostane na svůj vstup zakódovánı́
sebe samého a pracuje s nı́m jako s jakýmkoli jiným vstupnı́m slovem, představte si
analogickou (a tentokrát již reálnou) situaci: Jistě lze napsat v programovacı́m jazyku
Pascal počı́tačový program, který každý program zapsaný v Pascalu převede do strojového
kódu. Spustı́te-li jej sám na sebe (jde přece o program zapsaný v Pascalu), převede svůj
vlastnı́ kód do strojového kódu.
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TS D

{
cyklı́ pro vstupnı́ slovo 〈D〉, právě když TS D přijı́má anebo zamı́tá vstupnı́ slovo 〈D〉,
přijı́má vstupnı́ slovo 〈D〉, právě když TS D cyklı́ pro vstupnı́ slovo 〈D〉.

To je ovšem evidentnı́ spor. (Náš původnı́ předpoklad o řešitelnosti problému zastavenı́ TS se
tedy ukázal být nesprávným.)

Průvodce studiem

Nynı́ máme dokázánu existenci problému, který nelze řešit na žádném počı́tači. Problémů
s touto vlastnostı́ pochopitelně existuje celá řada. Dalšı́ však hledat nebudeme a spokojı́me
se s velmi jednoduše formulovaným a srozumitelným problémem zastavenı́ TS.

Od této chvı́le máte zaručeno, že každý pokus sestavit počı́tačový program, který by
pro libovolný počı́tačový program (včetně vstupnı́ch dat) dokázal určit, že se nezacyklı́, má
stejnou naději na úspěch jako pokus sestrojit perpetuum mobile.

Shrnutı́
Rekurzivnı́ jazyk je jazyk, který je rozhodován nějakým TS. Částečně rekurzivnı́ jazyk je jazyk,
který je přijı́mán nějakým TS. Třı́da částečně rekurzivnı́ch jazyků je rovna třı́dě jazyků typu 0.

Aby kterýkoli TS mohl pracovat s nějakými objekty, musı́ je dostat na svůj vstup v podobě
řetězů vstupnı́ch symbolů, jež dohodnutým způsobem jednoznačně kódujı́ dané objekty. Úvodnı́
činnostı́ TS v takovém přı́padě bude vždy kontrola, zda předložený řetěz představuje správné
zakódovánı́ očekávaných objektů.

Churchova–Turingova teze pravı́, že každý intuitivně chápaný algoritmus lze realizovat na
TS a že každý algoritmus realizovatelný na TS odpovı́dá intuitivnı́mu chápánı́ algoritmu. TS
na základě této teze sloužı́ jako exaktnı́ model algoritmu.

Problémem rozumı́me úlohu zjistit určitou vlastnost či podmı́nku platı́cı́ pro jisté (obecné)
objekty. Přı́padem problému pak rozumı́me úlohu týkajı́cı́ se konkrétně zadaných objektů.

Rozhodovacı́ problém je problém, jehož každý přı́pad má řešenı́ typu ANO/NE.
Každý rozhodovacı́ problém nazveme řešitelným, pokud existuje TS, který pro každý přı́pad

daného problému, jenž má řešenı́
{

ANO, zastavı́ ve stavu q+,
NE, zastavı́ ve stavu q−.

Každý rozhodovacı́ problém nazveme částečně řešitelným, pokud existuje TS, který pro

každý přı́pad daného problému, jenž má řešenı́
{

ANO, zastavı́ ve stavu q+,
NE, zastavı́ ve stavu q− anebo cyklı́.

Každý (částečně) řešitelný rozhodovacı́ problém lze převést na (částečně) rekurzivnı́ jazyk.
Problém zastavenı́ TS je typickým přı́kladem neřešitelného problému.

Pojmy k zapamatovánı́
• Rekurzivnı́ jazyk,
• částečně rekurzivnı́ jazyk,
• kódovánı́ objektů,
• rozhodovacı́ problém,
• řešitelný rozhodovacı́ problém,
• částečně řešitelný rozhodovacı́ problém,
• problém zastavenı́ TS.

Kontrolnı́ otázky
1. Platı́, že každý rekurzivnı́ jazyk je jazykem typu 0?
2. Může se zacyklit TS, který představuje algoritmus?
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Cvičenı́
1. Zjistěte, jestli je problém zastavenı́ TS částečně řešitelný.

Úkoly k textu

1. Napište posloupnosti konfiguracı́, jež postupně popisujı́ výpočty TS z přı́kladu 2.17 pro
vstupnı́ slova ε, ae, aaa, aeea, aeaaea.

2. Upravte přechodovou funkci TS z přı́kladu 2.17 tak, aby při hledánı́ „středu“ vstupnı́ho
slova pracoval „obousměrně“ (dle komentáře předcházejı́cı́ho formálnı́ popis T ).

Řešenı́
1. K prokázánı́ částečné řešitelnosti problému zastavenı́ TS je zapotřebı́ nalézt TS, který

přijı́má jazyk {〈T,w〉; T je TS, který zastavı́ pro vstupnı́ slovo w}. Takovým strojem je
napřı́klad TS R, který pro vstupnı́ slovo 〈T,w〉, kde T je TS a w jeho vstupnı́ slovo:

1) Simuluje činnost TS T pro vstupnı́ slovo w.
2) Jestliže TS T přijı́má nebo zamı́tá w, pak TS R přijme 〈T,w〉.
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3 Složitost

Disciplı́na zvaná složitost se zabývá algoritmicky řešitelnými problémy, u nichž zkoumá výpo-
četnı́ obtı́žnost jejich řešenı́.

3.1 Úvodnı́ pojmy

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly studujı́cı́ porozumı́ důvodům vedoucı́m k zjednodušujı́-
cı́m principům použı́vaným při studiu časové složitosti. Dále bude rozumět řádovému porovná-
vánı́ funkcı́ a bude vědět, jak se zavádı́ časová složitost deterministického i nedeterministického
Turingova stroje.

Klı́čová slova: O-notace, časová složitost.

Potřebný čas: 60 minut.

Poznamenejme, že složitost každého algoritmu může být studována bud’z hlediska pamět’ové Časová
a pamět’ová
složitost

náročnosti nebo z hlediska časové náročnosti. Pamět’ovou náročnostı́ rozumı́me požadavek
na velikost paměti počı́tače (v přı́padě TS na počet polı́ček pásky), jež je zapotřebı́ k pro-
vedenı́ výpočtu. Podobně časovou náročnostı́ rozumı́me čas potřebný pro výpočet. Tento čas
však nebudeme měřit v časových jednotkách, nýbrž počtem provedených elementárnı́ch kroků
algoritmu.

Vzhledem k omezenému rozsahu našeho textu se nadále budeme věnovat výhradně časové
složitosti.

Přı́klad 3.1. Prozkoumejme časovou náročnost algoritmu z přı́kladu 2.17, v němž TS T roz-
hodoval jazyk L = {zz; z ∈ {a, e}+}. Tzn. podı́vejme se na počet výpočetnı́ch kroků prove-
dených strojem T pro vstupnı́ slovo w délky n. Předpokládejme nejdřı́ve, že w ∈ L.

Průvodce studiem

Následujı́cı́ text (až do přı́štı́ho „Průvodce studiem“) berte pouze informativně, tj. pokud
jste napřı́klad „v časové tı́sni“, neutrpı́te vůbec žádnou újmu, když „neprověřı́te“ správnost
nı́že uvedených propočtů.

V 1. fázi, kdy TS T hledá „střed“ vstupnı́ho slova, nejdřı́ve svými prvnı́mi n kroky přesune
čtecı́ hlavu za vstupnı́ slovo, přičemž označı́ prvnı́ symbol 1 tečkou (resp. pruhem) a poslednı́
symbol 2 tečkami. Při návratu nad 1. symbol vykoná čtecı́ hlava dalšı́ch n kroků. Při označovánı́
dalšı́ho páru symbolů vykoná čtecı́ hlava již jen (n−1)+(n−2) kroků, nebot’k jejı́mu obratu
dojde nad n-tým polı́čkem pásky (a ne až za vstupnı́m slovem) a při návratu se nevracı́ až nad
výchozı́ polı́čko. Při označovánı́ následujı́cı́ho páru pak vykoná (n− 3) + (n− 4) kroků, atd.
TS T tedy v 1. fázi vykonal celkem n+n+(n−1)+. . .+3+2 = n+ (n−1)∗(n+2)2 = n2+3n−2

2
výpočetnı́ch kroků.

Ve 2. fázi TS T porovnává 1. polovinu slova s 2. polovinou. Před vlastnı́m porovnávánı́m však
přesune čtecı́ hlavu n

2 − 1 kroky nad 1. symbol. Při porovnávánı́ symbolů na stejných pozicı́ch
vždy vykoná:

1) n
2 kroků potřebných pro přesun nad stejnou pozici v 2. polovině slova.

2) 1 krok doprava pro kontrolu, jestli nenı́ porovnávánı́ hotovo; v kladném přı́padě provede
ještě 1 krok, kterým přejde do přijı́majı́cı́ho stavu.

3) n
2 + 1 kroků pro návrat nad poslednı́ porovnávaný symbol z 1. poloviny slova.

4) 1 krok doprava nad dalšı́ porovnávaný symbol.
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Počty kroků popsané pod body 1) – 4) vykoná TS T pro vstupnı́ slovo patřı́cı́ do jazyka L
celkem (n2 − 1)-krát, při porovnávánı́ symbolů na poslednı́ch pozicı́ch totiž provede pouze
kroky popsané pod body 1) a 2), nebot’bod 2) je zakončen úspěšnou kontrolou. Na 2. fázi tak
připadá celkem n

2 −1+(
n
2 −1)∗ (

n
2 +1+

n
2 +1+1)+

n
2 +2 =

n2+3n−4
2 výpočetnı́ch kroků.

Pokud by vstupnı́ slovo nepatřilo do jazyka L, bud’by byl počet vykonaných kroků ve 2. fázi
menšı́, nebo by se TS T ke 2. fázi vůbec nedostal. Z toho plyne, že počet kroků výpočtu
stroje T (představujı́cı́ho zde algoritmus) pro libovolné vstupnı́ slovo délky n činı́ nejvýše
n2+3n−2
2 + n2+3n−4

2 = n2 + 3n− 3.

Průvodce studiem

Připadá vám takové počı́tánı́ dost úmorné? Nevěšte hlavu, tı́mto způsobem se počı́tánı́
složitosti algoritmu standardně neprovádı́. Jak vyplyne z dalšı́ch úvah, budeme ignorovat
koeficienty a konstanty, které by se snad ve výrazu popisujı́cı́m takovou složitost měly
objevit. Tj. budeme uvažovat pouze řádovou velikost – pro předchozı́ přı́klad bychom
tedy uváděli výsledek „řádově“ n2. Populárně řečeno, budeme „bezostyšně“ (a nad ob-
vyklou mı́ru) „zaokrouhlovat“. Přesvědčenı́ o rozumnosti uvedeného přı́stupu snad ve vás
přı́klad 3.1 posı́lil.

V přı́kladu 3.1 lze vysledovat některé z následujı́cı́ch rysů, jež budeme použı́vat pro popis Charakteristika
zkoumánı́ složitosti
algoritmů

složitosti algoritmů:
• Algoritmus budeme reprezentovat pomocı́ Turingova stroje. Hlavnı́m důvodem je to, že

jsme si jiný formálnı́ model algoritmu ani nezavedli. Je sice pravda, že s jiným modelem
algoritmu bychom mohli zı́skat odlišné výsledky, ne však natolik odlišné, abychom
následně obdrželi jiné třı́dy složitostı́ než ke kterým v textu směřujeme (Konkrétně
máme na mysli třı́dy P a NP.).

• Časovou složitost každého algoritmu budeme vztahovat k velikosti vstupnı́ch dat, tj.
v přı́padě TS k velikosti vstupnı́ch slov. Dopouštı́me se tı́m jistého zjednodušenı́, pro-
tože tı́m zcela pomı́jı́me skutečnost, že stejná délka dvou vstupnı́ch slov (představujı́cı́ch
např. zakódovánı́ dvou grafů, jednak jednoduchého s minimem hran, jednak složitějšı́ho
s méně vrcholy a vı́ce hranami) může vést k naprosto rozdı́lné časové náročnosti. U zakó-
dovánı́ libovolných objektů budeme předpokládat, že je provedeno „rozumně“ (napřı́klad
zakódovánı́ čı́sla 7 v podobě binárnı́ho zápisu 111 považujeme za rozumné na rozdı́l od
unárnı́ho zápisu 1111111).

• Algoritmus budeme analyzovat z hlediska chovánı́ v nejhoršı́m přı́padě, tj. časovou slo-
žitost pro každé n ∈ N položı́me rovnu délce nejdelšı́ho možného výpočtu ze všech
výpočtů TS pro vstupnı́ slova délek n. Tı́m budeme mı́t zaručeno, že námi dosažené
výsledky budou představovat hornı́ hranici, nepřekročitelnou bez ohledu na to, jaké
(„sebebizarnějšı́ “) slovo bude na vstupu.

• U funkcı́ popisujı́cı́ch časovou složitost budeme uvažovat pouze jejich řádovou velikost,
tj. napřı́klad složitosti lišı́cı́ se konstantnı́m násobkem budeme považovat za stejné.

Průvodce studiem

Vidı́te mohutnost zjednodušenı́ plynoucı́ho z poslednı́ho bodu? Jeho hlavnı́m cı́lem je
podstatně redukovat množstvı́ funkcı́ použı́vaných k popisům složitostı́ algoritmů.

Jestliže máte pocit, že s uvedeným zjednodušovánı́m nemůžeme zı́skat žádné rozumné
výsledky, budete překvapeni. (Jen výjimečně by totiž problémy z běžné praxe vedly k al-
goritmům se složitostı́ např. 1010 · n2.)
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V následujı́cı́ definici jednak přesně popı́šeme, jak budeme funkce řádově porovnávat, jednak
zavedeme přı́slušná značenı́ 15

Definice 3.2. Necht’ f, g jsou dvě funkce, které přiřazujı́ nezáporným celým čı́slům reálná Řádové
porovnávánı́ funkcı́čı́sla. Pak řekneme, že

• funkce f roste řádově nejvýše jako funkce g, a pı́šeme f(n) = O(g(n)), právě když
existujı́ čı́sla K > 0 a n0 ∈ N taková, že pro každé přirozené čı́slo n ≥ n0 platı́
f(n) ≤ K · g(n),

• funkce f roste řádově aspoň jako funkce g, a pı́šeme f(n) = Ω(g(n)), právě když
existujı́ čı́sla k > 0 a n0 ∈ N taková, že pro každé přirozené čı́slo n ≥ n0 platı́
f(n) ≥ k · g(n),

• funkce f roste řádově stejně16 jako funkce g, a pı́šeme f(n) = Θ(g(n)), právě když
f(n) = O(g(n)) a f(n) = Ω(g(n)).

Průvodce studiem

Uvedená řádová srovnánı́ předevšı́m popisujı́ chovánı́ uvedených funkcı́ pro dostatečně
vysoká n (přesněji, pro všechna přirozená n od jistého n0 počı́naje), přitom však za účelem
požadovaného výsledku „máme povoleno“ násobit funkci g libovolnou kladnou konstantou.

Přı́klad 3.3. Podı́vejme se na řádové srovnánı́ funkcı́ f(n) = 3n3−n2+2n a g(n) = n3. Jak
už napovı́dá název „řádové srovnánı́“, zřejmě bychom měli porovnávat nejvyššı́ řády uvedených
polynomických funkcı́. Jak f tak g má nejvyššı́ řád roven 3, mělo by tedy jı́t o funkce řádově
stejné. Ověřme správnost tohoto závěru za pomoci definice 3.2.

Máme-li prokázat, že funkce f roste řádově nejvýše jako g, musı́me najı́t přirozená čı́sla K
a n0 taková, že pro každé přirozené čı́slo n ≥ n0 platı́

3n3 − n2 + 2n ≤ K · n3.

Úpravou uvedené nerovnice dostaneme

n3(K − 3) + n2 − 2n ≥ 0.

Pro K = 4 postupně máme:

n3 + n2 − 2n ≥ 0,
n(n2 + n− 2) ≥ 0,

n(n+ 2)(n− 1) ≥ 0.

Jelikož je poslednı́ nerovnice splněna pro K = 4 a pro všechna n ≥ n0 = 1, platı́ f(n) =
O(g(n)).

Důkaz toho, že funkce f roste řádově aspoň jako g, se provede obdobně.

3.1.1 Složitost Turingova stroje a nedeterministického Turingova stroje

Chceme-li použı́vat jako formálnı́ model algoritmu Turingův stroj, musı́me definovat složitost Složitost
definujeme jen pro
necyklı́cı́ TS!

nikdy necyklı́cı́ho Turingova stroje.

Definice 3.4. Necht’ T je TS, který pro každé vstupnı́ slovo zastavı́. Časovou složitostı́ T na-
zveme funkci f (přiřazujı́cı́ každému nezápornému celému čı́slu nezáporné celé čı́slo) takovou,
že pro každé n ∈ N0 je

f(n) = max {k ∈ N0;TS T pro vstupnı́ slovo w délky n zastavı́ po k výpočetnı́ch krocı́ch}. Definice složitosti
TS pomocı́ chovánı́
v nejhoršı́m
přı́padě

15Uváděné značenı́ bývá běžně nazýváno „velkou O-notacı́“ nebo „asymptotickou notacı́“.
16Použı́vajı́ se také pojmy řádově ekvivalentnı́ nebo asymptoticky ekvivalentnı́ funkce.
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Průvodce studiem

Všı́máte si, že právě uvedená složitost algoritmu (představovaného nikdy necyklı́cı́m TS)
je skutečně definována prostřednictvı́m „nejhoršı́ho možného přı́padu“, který se může vy-
skytnout mezi všemi vstupnı́mi daty o stejné velikosti n? Nejhoršı́m možným přı́padem
tady rozumı́me nejdelšı́ možný výpočet.

Kvůli definici jedné velmi užitečné třı́dy složitosti (a sice NP) budeme potřebovat zavést rovněž
pojem časové složitosti nedeterministického Turingova stroje.

Definice 3.5. Necht’ T je NTS, který má pro každé vstupnı́ slovo konečné všechny výpočetnı́
větve. Časovou složitostı́ T nazveme funkci f (přiřazujı́cı́ každému nezápornému celému čı́slu Složitost

definována jen pro
NTS bez „cyklı́cı́ch
větvı́“.

nezáporné celé čı́slo) takovou, že pro každé n ∈ N0 je

f(n) =max {k ∈ N0; maximálnı́ počet kroků výpočtu T pro vstupnı́ slovo w, jež má délku n,
sestává z k kroků}.

Průvodce studiem

Uvedená definice si zasluhuje trochu pozornosti při čtenı́. Obsahuje totiž dvě do sebe
vnořené úrovně.

Nižšı́ úroveň je představována čı́slem k, jež znamená nejdelšı́ větev ze všech výpočetnı́ch
větvı́ stroje T pro konkrétnı́ slovo w. Slovo w musı́ mı́t délku n, abychom je vůbec
mohli zohledňovat. Povšimněte si zároveň, že po zmiňované nejdelšı́ výpočetnı́ větvi vůbec
nepožadujeme, aby končila konfiguracı́ s přijı́majı́cı́m stavem.

A vyššı́ úroveň? Vzhledem k tomu, že nad m-prvkovou vstupnı́ abecedou existuje právě
mn různých vstupnı́ch slov délky n, je f(n) rovno maximu mn-prvkové množiny zahrnujı́cı́
čı́sla k přı́slušná oněm slovům délky n.

Definice 3.6. Necht’ T je TS (resp. NTS) s časovou složitostı́ f . O stroji T prohlásı́me, že má
polynomickou časovou složitost, právě když existuje polynom p takový, že f(n) ≤ p(n) pro
všechna n ∈ N0.

Průvodce studiem

Jestliže tedy nějaký deterministický nebo nedeterministický Turingův stroj pracuje s poly-
nomickou časovou složitostı́, máte zaručenu existenci takového polynomu p, že libovolné
slovo délky n je daným strojem „zpracováno“ v čase nejvýše p(n).

Shrnutı́
Rozlišujeme časovou a pamět’ovou složitost algoritmů. V přı́padě časové složitosti nás zajı́má
počet elementárnı́ch kroků algoritmu potřebný k provedenı́ výpočtu. Složitost bývá standardně
popisována jako funkce závislá na velikosti vstupnı́ch dat algoritmu a u této funkce bývá uva-
žována pouze jejı́ řádová velikost.

Při řádovém porovnávánı́ funkcı́, zjednodušeně řečeno, nezohledňujeme koeficienty náso-
bı́cı́ porovnávané funkce a zjišt’ujeme vzájemný vztah jejich funkčnı́ch hodnot pro dostatečně
vysoké argumenty.

Časovou složitost nikdy necyklı́cı́ho TS (resp. NTS, jehož výpočetnı́ větve jsou konečné pro
libovolné vstupnı́ slovo) T definujeme jako funkci f takovou, že T pro žádné vstupnı́ slovo
délky n nevykoná vı́ce než f(n) kroků výpočtu (v přı́padě NTS pak nemá žádná výpočetnı́
větev délku většı́ než f(n)).
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O TS (resp. NTS) řı́káme, že pracuje s polynomickou časovou složitostı́, pokud existuje poly-
nom p takový, že libovolné slovo délky n je daným strojem „zpracováno“ v čase nejvýše p(n).

Pojmy k zapamatovánı́
• O-notace,
• časová složitost TS a NTS,
• polynomická časová složitost.

Kontrolnı́ otázky
1. Jaká je časová složitost TS, jehož počátečnı́ stav je totožný s přijı́majı́cı́m stavem?

Cvičenı́
1. Zjistěte, zda jsou funkce f(n) = 1 a g(n) = 5 řádově stejné.

Úkoly k textu

1. Ověřte platnost vztahu f(n) = Ω(g(n)) v přı́kladu 3.3.

Řešenı́
1. Jsou řádově stejné, nebot’nerovnosti k · 5 ≤ 1 ≤ K · 5 platı́ pro k = 1

5 ,K = 1 a pro
všechna přirozená čı́sla n ≥ n0 = 1.

3.2 Třı́dy složitostı́ P a NP

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ rozumět důvodům vedoucı́m k zavedenı́
třı́d složitostı́ P a NP. Bude umět tyto třı́dy definovat a bude umět popsat, co je známo o jejich
vzájemném vztahu.

Klı́čová slova: Třı́da P, třı́da NP.

Potřebný čas: 45 minut.

Existuje nepřeberné množstvı́ algoritmů s nejrůznějšı́mi složitostmi. Požadavek kategorizace
algoritmů do přijatelně malého počtu třı́d složitostı́ se tedy jevı́ rozumně. Nejjednoduššı́ možné
dělenı́ by zřejmě rozdělilo algoritmy na rychlé a pomalé. Jenže co si představit pod pojmem
pomalý algoritmus? Je to ten, který nám na stolnı́m počı́tači poběžı́ 1 hodinu, 1 rok nebo snad
1000 let? Zřejmě je nutné nalézt nějakou dělı́cı́ čáru, která by oddělila pomalé algoritmy od
rychlých a přitom měla dlouhodobějšı́ platnost, protože některé algoritmy, jež nám z dnešnı́ho
pohledu připadajı́ pomalé, se mohou jevit s modernějšı́mi a rychlejšı́mi výpočetnı́mi systémy
jako dostatečně rychlé. Zásadnı́ krok vedoucı́ k nezávislosti na konkrétnı́ch reálných počı́tačı́ch
jsme již vykonali tı́m, že jsme si vybrali jako model pro zkoumánı́ složitosti algoritmů Turingův
stroj. Nicméně otázka, co považovat za pomalý a co za rychlý algoritmus, přetrvává. Podı́vejme
se na ni tedy podrobněji prostřednictvı́m několika názorných tabulek.

Představme si počı́tač, u nějž trvá provedenı́ 1 instrukce 1 nanosekundu. Je-li počet instrukcı́
potřebných k výpočtu algoritmu pro vstupnı́ data o velikosti n popsán funkcı́ f(n), pak tabulka 2
udává celkový výpočetnı́ čas pro různá n a f(n).

Na základě tabulky 2 čtenář nejspı́š jako rozumné kritérium dostatečné rychlosti algoritmu uzná
požadavek, aby časová složitost byla popsána nejvýše polynomickou funkcı́.
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n
f(n) 20 40 60 80 100 500 1 000

n 20 ns 40 ns 60 ns 80 ns 0,1 µs 0,5 µs 1 µs
n2 0,4 µs 1,6 µs 3,6 µs 6,4 µs 10 µs 0,25 ms 1 ms
n3 8 µs 6,4 µs 0,22 ms 0,5 ms 1 ms 0,125 s 1 s
n5 3,2 ms 0,1 s 0,8 s 3,3 s 10 s 9 hodin 12 dnı́
2n 1 ms 18 min 37 let 14·109 let
n! 77 let

Tabulka 2: Porovnánı́ délek výpočtů u algoritmů s různou časovou náročnostı́

Průvodce studiem

Kritérium
prakticky použitelný algoritmus = algoritmus s nejvýše polynomickou časovou složitostı́
pochopitelně nelze brát jako dogma. U funkcı́

f1(n) = 2100 · n
f2(n) = 2n

0,0001
(= 210 pro n = 1010

4
)

byste asi dlouho nepřemýšleli, která z nich popisuje šikovnějšı́ algoritmus.
Je ovšem pravdou, že značná část známých algoritmů, jež pracujı́ v polynomickém čase,

má složitost popsánu polynomem se stupněm nejvýše 4.

Ještě přesvědčivějšı́ je tabulka 3, která znázorňuje vliv zrychlovánı́ výpočetnı́ch systémů na
rozsah dat zpracovatelných pomocı́ algoritmů s polynomickými i horšı́mi časovými složitostmi.
Funkce f vždy udává přı́slušnou časovou složitost, na odpovı́dajı́cı́ch řádcı́ch tabulky je pak
velikost dat zpracovatelných algoritmem se složitostı́ f za předem daný časový limit.

zrychlenı́ výpočtu
f(n) 1 x 100 x 1000 x

n 100 10 000 100 000
n2 100 1 000 3 162
n3 100 464 1 000
n5 100 251 398
2n 100 106 109
n! 100 100 101

Tabulka 3: Zvětšenı́ rozsahu zpracovatelných dat při 100krát a 1000krát rychlejšı́ch počı́tačı́ch

Průvodce studiem

V tabulce 3 je vidět, že už pro exponenciálnı́ algoritmy je typická existence meznı́ velikosti
vstupnı́ch dat, nad nı́ž je úloha prakticky neřešitelná i při zvýšenı́ rychlosti počı́tače o několik
řádů.

Nynı́ můžeme přistoupit k definici třı́dy zahrnujı́cı́ všechny problémy řešitelné v polynomickém
čase.

Definice 3.7. Třı́du všech jazyků přijı́maných (deterministickými!) Turingovými stroji s poly-
nomickými časovými složitostmi nazýváme třı́dou P. Třı́da P
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Průvodce studiem

Do třı́dy P tedy zařadı́me každý jazyk, který je přijı́mán nějakým TS s polynomickou
časovou složitostı́, a žádný jiný.

Pokud v tuto chvı́li přemýšlı́te nad tı́m, že TS přijı́majı́cı́ nějaký jazyk může pro některá
vstupnı́ slova cyklit, připomeňte si definici TS majı́cı́ho polynomickou časovou složitost –
tuto vlastnost jsme definovali pouze pro nikdy necyklı́cı́ TS (viz definice 3.4 a 3.6).

Poznámka 3.8. Poslednı́ definici můžeme použı́t k definici třı́dy problémů P. Věta 2.24 totiž
dává do souvislosti řešitelné problémy a rekurzivnı́ jazyky. Jestliže tedy jazyk „přı́slušný“
k nějakému problému patřı́ do třı́dy P, zařadı́me onen problém do třı́dy problémů P.

Průvodce studiem

Potřebujete-li kratšı́ popis třı́dy problémů P, jednoduše do nı́ zařad’te všechny problémy
řešitelné (deterministickými) Turingovými stroji s polynomickými časovými složitostmi.

Vzhledem k tomu, že TS s polynomickou časovou složitostı́ nikdy necyklı́, představuje
vlastně jistý algoritmus pracujı́cı́ „v polynomickém čase“. Jestli vás napadlo, zda nelze
třı́du P definovat pomocı́ algoritmů s polynomickou časovou složitostı́, pak vás jistě potěšı́
kladná odpověd’– jen je třeba mı́t zavedenu „rozumnou“ definici těchto algoritmů včetně
polynomické časové složitosti.

K definici dalšı́, bohatšı́ třı́dy jazyků nám velice dobře posloužı́ NTS.

Definice 3.9. Třı́du všech jazyků přijı́maných nedeterministickými Turingovými stroji s poly-
nomickými časovými složitostmi nazýváme třı́dou17 NP. Třı́da NP

Průvodce studiem

Do třı́dy NP tedy zařadı́me každý jazyk, který je přijı́mán nějakým NTS s polynomickou
časovou složitostı́, a žádný jiný.

Poznámka 3.10. I v přı́padě definice třı́dy problémů NP využijeme větu 2.24. Tj., jestliže
jazyk „přı́slušný“ k nějakému problému patřı́ do třı́dy NP, zařadı́me onen problém do třı́dy
problémů NP.

Metoda „hrubé
sı́ly“ a třı́da NP

Průvodce studiem

Typickým představitelem třı́dy NP je problém, pro jehož vyřešenı́ je znám algoritmus
pracujı́cı́ tzv. metodou „hrubé sı́ly“, tj. algoritmus probı́rajı́cı́ všechny existujı́cı́ varianty
vedoucı́ k možnému řešenı́ (např. 2n existujı́cı́ch podmnožin množiny s n prvky). Přitom
však musı́ být splněna podmı́nka, že ověřenı́ správnosti každé z těchto variant vyžaduje
nejvýše polynomický čas. Popisovanou situaci vám lépe osvětlı́ přı́klad po následujı́cı́
definici.

Definice 3.11. Klikou v neorientovaném grafu G = (V,E) rozumı́me takovou podmnožinu K
množiny vrcholů V , že každé dva různé vrcholy z K jsou spojeny hranou (z E).

17Označenı́ třı́d P a NP je zkratkou slov polynomický a nedeterministicky polynomický. Vzhledem k tomu, že jde
o třı́dy problémů definovaných pomocı́ časových složitostı́, jsou pro ně užı́vány rovněž názvy PTIME a NPTIME.
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Průvodce studiem

Jinak řečeno, klika je takový podgraf grafu G, který je úplný.

Přı́klad 3.12. Ověřte, že jazyk L = {〈G, k〉; G je neorientovaný graf s klikou o k vrcholech}
je z třı́dy NP.

Pro ověřenı́ přı́slušnosti k třı́dě NP musı́me být schopni nalézt NTS s polynomickou časovou
složitostı́, který přijı́má jazyk L.

Požadované podmı́nky splňuje NTS T , který pro vstupnı́ slovo 〈G, k〉, kde G je neorientovaný
graf a k ∈ N:

1) Nedeterministicky vybere množinu C obsahujı́cı́ k vrcholů z grafu G.
2) Ověřı́, zda jsou v grafu G všechny vrcholy z C navzájem pospojovány hranami. Pokud

ano, NTS T přijı́má vstupnı́ slovo 〈G, k〉; jinak T zamı́tá 〈G, k〉.

NTS T evidentně přijı́má jazyk L. Zbývá nám pouze prokázat, že NTS T má polynomickou
časovou složitost:

Provedenı́ bodu 1) si lze představit následovně:

NTS T si v prvnı́m kroku nedeterministicky vybere, zda označı́ nebo neoznačı́ 1. vrchol
grafu G, ve druhém kroku nedeterministicky vybere, zda označı́ nebo neoznačı́ 2. vrchol,
atd. V přı́padě označenı́ vrcholu pokaždé zvýšı́ hodnotu pomocné proměnné o 1 a ná-
sledně kontroluje, jestli uvedená proměnná nedosáhla hodnoty k – pokud ano, vybı́ránı́
množiny C je u konce; v opačném přı́padu pokračuje činnost stroje T dalšı́m nedeter-
ministickým výběrem (je-li ovšem ještě k dispozici nějaký dosud neuvažovaný vrchol;
nenı́-li, přı́slušná nedeterministická větev výpočtu končı́ bez výběru množiny C).

Popsaný postup vyžaduje projı́t úsek vstupnı́ho slova, představujı́cı́ho zakódovánı́
množiny vrcholů grafu G – vše nejlépe vynikne, když si tento úsek představı́me v po-
době kódů jednotlivých vrcholů. Zmiňovaný úsek tvořı́ pouze část celého vstupnı́ho
slova (délky n), a jeho délka je tedy kratšı́ než n. Samotné označenı́ k vrcholů by proto
mělo zabrat méně kroků než je nějaký násobek čı́sla n, k tomu je ovšem nutno připočı́st
k-násobnou kontrolu, při nı́ž čtecı́ hlava musı́ pokaždé absolvovat cestu za vstupnı́ slovo
nad část pásky s pomocnou proměnnou, upravit ji a vrátit se zpátky, tj. cestu délky
zhruba 2n. Celkem tedy vycházı́ na kontrolu zhruba k · 2n dalšı́ch kroků čili řádově n2,
nebot’ k = O(n). Dohromady tak dostáváme řádově n kroků (pro označovánı́ vrcholů)
+ n2 kroků (pro kontrolu pomocné proměnné), tj. řádově n2.

Bod 2) lze realizovat následovně:

Pro každý označený vrchol musı́ NTS provést kontrolu, zda je spojen hranou s ostatnı́mi
označenými vrcholy. Přesněji, pro 1. vrchol musı́ provést k−1 kontrol, pro 2. vrchol k−2
kontrol, atd. až pro (k− 1). vrchol 1 kontrolu. Uvedené počty tvořı́ aritmetickou řadu se
součtem k(k−1)

2 . Provedenı́ jedné kontroly pro prověřovaný vrchol přitom znamená cestu
čtecı́ hlavy nad odpovı́dajı́cı́ úsek zakódované množiny hran a návrat zpět, tj. zhruba
2n kroků. Protože k = O(n), dostáváme pro celkovou kontrolu (hran) řádově n3 kroků.

Pro bod 1) tedy dostáváme řádově kvadratický počet a pro bod 2) kubický počet jistých kroků
– ty ovšem nepředstavujı́ konkrétnı́ kroky výpočtu Turingova stroje T , nebot’označenı́ vrcholu
zakódovaného řetězem délky 3 může být provedeno napřı́klad označenı́m každého symbolu
použitého v zakódovánı́ (tj. alespoň třemi výpočetnı́mi kroky) nebo ještě názorněji: nalezenı́
označeného vrcholu v množině hran znamená nalezenı́ řetězu jistého tvaru. TS však může hledat
pouze konkrétnı́ páskový symbol, tedy např. 1. symbol hledaného řetězu. Najde-li jej, musı́ se
čtecı́ hlava vracet na výchozı́ mı́sto pásky pro informaci o 2. symbolu řetězu, s touto informacı́
se pak zase vracı́ za nalezený 1. symbol kvůli prověřenı́ 2. symbolu, atd. Nalezenı́ konkrétnı́ho
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podřetězu délky k ve slově délky n tak znamená provedenı́ nejméně 2kn výpočetnı́ch kroků
TS.

Nenı́ však těžké ověřit, že každý krok popisovaný v bodech 1) a 2) lze provést pomocı́ nejvýše
polynomického počtu kroků výpočtu Turingova stroje T . TS T má tedy skutečně polynomickou
časovou složitost.

Uvedený přı́klad celkem dobře demonstruje dvě přirozené fáze obvyklého způsobu řešenı́
problému z třı́dy NP:

1) nedeterministický výběr konkrétnı́ varianty přicházejı́cı́ v úvahu jako možné řešenı́,
2) deterministické prověřenı́, jestli má zvolená varianta řešenı́ ANO.

Obě fáze musı́ být pochopitelně proveditelné v nejvýše polynomickém čase.

Poznámka 3.13. Pro ověřenı́ přı́slušnosti konkrétnı́ho problému k třı́dě NP dokonce stačı́ Třı́da NP a nejvýše
polynomický čas
pro ověřenı́
správnosti řešenı́

nalézt TS (či algoritmus), který pro libovolný přı́pad daného problému a libovolný „návrh
řešenı́“ dokáže v polynomickém čase prověřit správnost tohoto řešenı́.

Namı́sto nedeterministického algoritmu hledajı́cı́ho konkrétnı́ variantu řešenı́ a následně pro-
věřujı́cı́ho správnost této varianty se tak dostáváme k deterministickému algoritmu ověřujı́cı́mu
(v polynomickém čase) pouze správnost předložené varianty řešenı́.

To, že v obou přı́padech dostaneme stejnou třı́du problémů (a sice NP), je důsledkem následu-
jı́cı́ch úvah.

1) Existuje-li k danému problému NTS, který v polynomickém čase nedeterministicky
vybı́rá konkrétnı́ variantu řešenı́, a pak deterministicky prověřuje jejı́ správnost, jistě
k témuž problému a konkrétnı́ variantě řešenı́ existuje TS, který v polynomickém čase
prověřı́ správnost tohoto řešenı́.

2) Jestliže k danému problému P existuje TS T s polynomickou časovou složitostı́ p(n),
jenž pro každý přı́pad problému P a pro každý návrh řešenı́ ověřı́ jeho správnost, pak
pro potvrzenı́ existence NTS T ′, který řešı́ v polynomickém čase tentýž problém včetně
vyčerpávajı́cı́ho výběru variant, je důležité zodpovědět otázku, jak T ′ dokáže v poly-
nomickém čase projı́t všechny varianty každého přı́padu problému P. Zde je důležité
zjištěnı́, že relevantnı́ popis žádného návrhu řešenı́, s nı́mž pracuje TS T v polynomic-
kém čase(!), nemůže mı́t většı́ délku než p(n). Počet všech existujı́cı́ch návrhů řešenı́
zapsaných v podobě řetězů (nad k-prvkovou páskovou abecedou stroje T ) je tak shora
omezen čı́slem kp(n). NTS T ′ tak má za úkol při výběru varianty řešenı́ projı́t nejvýše
kp(n) řetězů délky nejvýše p(n) – vzhledem k nedeterministickému výběru

• 1. až k-tého znaku v 1. kroku,
• 1. až k-tého znaku ve 2. kroku,

...
• 1. až k-tého znaku v p(n)-tém kroku

máme zaručeno, že nejpozději v p(n)-tém výpočetnı́m kroku má stroj T ′ každou variantu
řešenı́ k dispozici.

Věta 3.14. P ⊆ NP.

Důkaz. Jde o přı́mý důsledek definic 3.7 a 3.9, nebot’ každý (deterministický) TS lze chápat
jako speciálnı́ přı́pad nedeterministického Turingova stroje, a sice stroje, jehož přechodová
funkce každé dvojici (stav, páskový symbol) přiřazuje množinu s jediným prvkem tvořeným
trojicı́ (stav, páskový symbol, posun čtecı́ hlavy).
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Poznámka 3.15. Inkluze z věty 3.14 de facto připouštı́ dvě možnosti vzájemného vztahu
porovnávaných třı́d:

1) P ⊂ NP,
2) P = NP.

Průvodce studiem

Zdůrazněme, že přı́pad P ⊂ NP značı́ eventualitu, že každý problém z třı́dy P je také
z třı́dy NP a že existuje nějaký problém z třı́dy NP, který však neležı́ v P.

Snaha zpřesnit tvrzenı́ věty 3.14 důkazem některého z bodů poznámky 3.15 je jen o pár let
mladšı́ než definice třı́d P a NP. Dosud marná snaha o takové zpřesněnı́, tj. zda P = NP nebo
P 6= NP, je známá pod pojmem P–NP problém. Důležitost rozřešenı́ tohoto problému plyne P–NP problém
z toho, že je známa celá skupina v praxi se běžně vyskytujı́cı́ch úloh, jež patřı́ do třı́dy NP
a k nimž jsou známy pouze algoritmy pracujı́cı́ v exponenciálnı́m čase. O těchto úlohách je
známo, že patřı́ mezi nejsložitějšı́ úlohy třı́dy NP. (Jde o tzv. NP-úplné problémy, jimž bude
věnována následujı́cı́ kapitola.) Pokud by bylo dokázáno, že P 6= NP, měli bychom jistotu, že
k žádné z takových úloh neexistuje algoritmus řešı́cı́ ji v polynomickém čase.

Průvodce studiem

P–NP problém patřı́ mezi nejdůležitějšı́ nerozřešené problémy současné matematiky. Mnozı́
matematikové se dokonce domnı́vajı́, že jej v užı́vaných logických systémech rozřešit ani
nelze.

Pokud by byla udělována Nobelova cena za matematiku, pak si bud’te jisti, že by neminula
toho, kdo P–NP problém rozřešı́.

Přestože nemáme žádnou jistotu, všeobecně převládá přesvědčenı́, že P 6= NP, a tedy P ⊂ NP.

Již jsme se zmı́nili o problémech, jež patřı́ do třı́dy NP a k nimž známe (deterministické)
algoritmy s exponenciálnı́ časovou složitostı́. To, že exponenciálnı́ časová složitost je pro
každý problém z NP dosažitelnou hranicı́, je přı́mým důsledkem následujı́cı́ věty.

Věta 3.16. Necht’ L je jazyk přijı́maný nedeterministickým Turingovým strojem s časovou
složitostı́ p(n). Potom existuje TS s časovou složitostı́ t(n) = 2O(p(n)), který přijı́má jazyk L.

Důkaz. Popı́šeme hlavnı́ ideu důkazu. Převedenı́ této ideje do podoby konkrétnı́ho TS přene-
cháme čtenářům k rozmyšlenı́ (i když naznačı́me možné směry takové konkretizace).

Výpočet každého NTS T pro dané vstupnı́ slovo w lze názorně demonstrovat pomocı́ tzv.
stromu konfiguracı́ Tw, u nějž Strom konfiguracı́

NTS1) každý vrchol je označen konfiguracı́ NTS T ,
2) kořen stromu je označen počátečnı́ konfiguracı́ NTS T pro slovo w (tj. konfigu-

racı́ (q0, w, 1)),
3) každý vrchol v je označen konfiguracı́ (q, x, m) a všichni přı́mı́ následnı́ci vrcholu v

jsou označeni konfiguracemi (q1, x1,m1), . . . , (qj , xj ,mj), právě když (q, x, m) `
(qi, xi,mi) pro všechna i ∈ {1, . . . , j}.

Průvodce studiem

Nı́že je uveden přı́klad stromu konfiguracı́ NTS T pro vstupnı́ slovo 010.
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(q−,    010,   1)

(q0,    010,   1)

(q2,    110,   1)(q1,    110,   2) (q3,    010,   2)

(q+,    110,   1) (q−,    100,   3)

Uvedený strom zohledňuje následujı́cı́ přechody přechodové funkce stroje T :
δ(q0, 0) = {(q1, 1, P ), (q2, 1, L), (q3, 0, P )},
δ(q1, 1) = {(q+, 1, L), (q−, 0, P )},
δ(q2, 1) = ∅,
δ(q3, 1) = {(q−, 1, L)}.

Nepřehlédněte skutečnost, že v obecném přı́padě může mı́t strom konfiguracı́ i neko-
nečný počet vrcholů.

Pokud chceme simulovat činnost libovolného NTS T pro vstupnı́ slovo w deterministickým
Turingovým strojem T ′, pak stačı́ aby T ′ simuloval průchod stromem konfiguracı́ Tw do šı́řky.

Průvodce studiem

Pro připomenutı́, při prohledávánı́ grafu (z výchozı́ho vrcholu v0) do šı́řky jsou nejdřı́ve
„navštı́veny“ vrcholy dosažitelné z výchozı́ho vrcholu cestou délky 1, pak délky 2, atd.
Pořadı́ navštı́vených vrcholů v nı́že uvedeném grafu by tedy bylo: A, B, F, C, D, E.

B F

A

E

C D

Označı́me-li
k = max

q,x
{počet všech přechodů pro stav q a páskový symbol x v NTS T},

potom strom konfiguracı́ Tw zahrnuje řádově nejvýše kp výpočetnı́ch větvı́ NTS T délky
maximálně p, tj. větvı́ délky 1, . . . , p.

Průvodce studiem

Řádovou hodnotu kp zı́skáte jako součet konečné geometrické řady
∑p

i=1 ki, poněvadž
v uvedeném stromu konfiguracı́ je nejvýše k cest délky 1, k2 cest délky 2, ..., kp cest
délky p. Konkrétně máme

∑p
i=1 ki = k · kp−1

k−1 =
k

k−1 · (k
p − 1) < K · kp, kde konstanta

K = k
k−1 .
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Jestliže NTS T s časovou složitostı́ p(n) přijı́má vstupnı́ slovo w délky n, pak podle definice
časové složitosti NTS má strom konfiguracı́ Tw hloubku maximálně p ≤ p(n) a TS T ′ simulujı́cı́
stroj T přijı́má slovo w nejpozději v K · kp(n) ·O(p(n)) krocı́ch výpočtu.

Průvodce studiem

Jak zı́skáte uvedený počet kroků? K ·kp(n) udává maximálnı́ počet všech simulovaných cest
délky nejvýše p(n) v stromu konfiguracı́ a O(p(n)) popisuje řádovou složitost simulace
jedné výpočetnı́ větve délky p(n) strojem T ′.

Pro časovou složitost t(n) Turingova stroje T ′ tedy platı́:

t(n) =K · kp(n) ·O(p(n)) = (2log2 k)p(n) ·K ·O(p(n)) = 2p(n)·log2 k ·O(p(n)) =
2O(p(n)) · 2O(p(n)) = 2O(p(n))+O(p(n)) = 2O(p(n)).

Shrnutı́
Řešitelné problémy členı́me do třı́d složitostı́, tj. problémy ze stejné třı́dy složitosti se vyznačujı́
existencı́ algoritmů řešı́cı́ch je nejhůře s časovou (či pamět’ovou) složitostı́ přı́slušnou dané
třı́dě. Ze známých a studovaných třı́d složitostı́ jsme si popsali dvě následujı́cı́ třı́dy.

1) Třı́da P (někdy označovaná jako PTIME) obsahuje každý problém, který lze řešit Turin-
govým strojem (algoritmem) s polynomickou časovou složitostı́.

2) Třı́da NP (někdy označovaná jako NPTIME) obsahuje každý problém, který lze řešit
nedeterministickým Turingovým strojem (nedeterministickým algoritmem) s polyno-
mickou časovou složitostı́. Zde NTS řešı́cı́ nějaký problém znamená stroj s konečnými
výpočetnı́mi větvemi pro libovolné vstupnı́ slovo, který přijı́má všechna vstupnı́ slova
představujı́cı́ zakódovánı́ těch přı́padů daného problému, jež majı́ řešenı́ ANO.

Z definic třı́d P a NP plyne, že P ⊆ NP. Nenı́ však známo, zda P = NP anebo P 6= NP. Tato
nerozřešená úloha bývá nazývána P–NP problémem.

Pojmy k zapamatovánı́
• Třı́da P,
• třı́da NP,
• P–NP problém.

Kontrolnı́ otázky
1. Je dokázáno, že P ⊂ NP?
2. Existuje ke každému problému z třı́dy NP algoritmus, který jej řešı́ nejhůře v exponenci-

álnı́m čase?

Cvičenı́
1. Dokažte, že problém generovánı́ neprázdného jazyka zadanou bezkontextovou gramati-

kou je z třı́dy P.

Úkoly k textu

1. Zdůvodněte každou rovnost ze závěru důkazu věty 3.16, tj.
t(n) = K · kp(n) ·O(p(n)) = (2log2 k)p(n) ·K ·O(p(n)) = 2p(n)·log2 k ·O(p(n)) =
2O(p(n)) · 2O(p(n)) = 2O(p(n))+O(p(n)) = 2O(p(n)).
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Řešenı́
1. K požadovanému důkazu stačı́ sestavit TS s polynomickou časovou složitostı́, který roz-

hoduje jazyk {〈G〉; G je bezkontextová gramatika generujı́cı́ neprázdný jazyk}. Uvedený
požadavek splňuje následujı́cı́ TS.
TS T pro vstupnı́ slovo 〈G〉, kde G je bezkontextová gramatika:

1) Označı́ ε a každý terminál gramatiky G.
2) Dokud označuje nové neterminály, provádı́ následujı́cı́ činnost.

• Označı́ neterminál z levé strany každého pravidla, jehož pravá strana je
tvořena řetězem označených symbolů.

3) Jestliže je označen počátečnı́ symbol gramatiky G, TS T přijı́má vstupnı́ slovo 〈G〉;
jinak zamı́tá 〈G〉.

Polynomickou časovou složitost stroje T lze prověřit stejným postupem jako v přı́-
kladu 3.12.

3.3 NP-úplné problémy

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ umět definovat NP-úplné jazyky i NP-
úplné problémy a bude znát několik jejich typických představitelů. Rovněž bude schopen popsat
jejich význam pro řešenı́ P–NP problému.

Klı́čová slova: NP-úplné problémy, problém splnitelnosti booleovských formulı́, problém kliky,
problém obarvitelnosti grafu třemi barvami.

Potřebný čas: 60 minut.

Pro účely řešenı́ P–NP problému by bylo užitečné popsat nejsložitějšı́ problémy z třı́dy NP.
Pokud by takové problémy ležely všechny v třı́dě P, dalo by se očekávat, že v P budou i ostatnı́
(méně komplikované) problémy z NP. V takovém přı́padě by platila rovnost mezi třı́dami
P a NP. Na druhou stranu, jestliže by byt’jen jediný problém z NP neležel v třı́dě P, pochopitelně
by P a NP představovaly rozdı́lné třı́dy složitostı́.

To, že by přı́slušnost nejkomplikovanějšı́ch problémů z NP k třı́dě P měla znamenat stejnou
vlastnost pro všechny problémy z NP, je ovšem nutno umět dokázat. Přı́slušný důkaz bude
snadný, pokud šikovným způsobem definujeme převoditelnost jedněch problémů na problémy
jiné.

Průvodce studiem

Pro lepšı́ pochopenı́ principu převoditelnosti problémů si představte napřı́klad následujı́cı́
situaci. Toužı́te navštı́vit během jednoho měsı́ce exotickou zemi, se kterou však náš stát
nemá uzavřenou dohodu o bezvı́zovém styku. Vı́te, že vystavenı́ turistického vı́za do této
země trvá šest týdnů a vystavenı́ „služebnı́ho vı́za“ určeného pro služebnı́ cesty trvá pouze
týden. Na služebnı́ cestu vás přitom musı́ vyslat dostatečně důvěryhodný zaměstnavatel jako
je např. redakce novin nebo časopisu, velký strojı́renský podnik, velkoobchod (s exotickým
ovocem), apod. Stojı́te tedy před problémem zı́skánı́ vı́za a tento problém můžete „převést“
na problém vyslánı́ na služebnı́ cestu. Původnı́ problém tak můžete vyřešit, umı́te-li vyřešit
nově zformulovaný problém (např. uzavřenı́m dohody s redakcı́ novin o napsánı́ reportáže
z navštı́vené země). Pokud navı́c problém vyslánı́ na služebnı́ cestu vyřešı́te v potřebném
čase (třı́ týdnů), dokážete vyřešit problém zı́skánı́ vı́za (do jednoho měsı́ce).

Všimněte si, že problém, na nějž se vám podařilo převést původnı́ problém, vůbec
nemusı́ být jednoduššı́ – zkuste zı́skat zaměstnánı́ ve velkém podniku a dosáhnout vyslánı́
na služebnı́ cestu do vysněné země, a to vše do třı́ týdnů.
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Pokud hodláme popsat převod jednoho problému na jiný a tento převod by měl fungovat
obecně, měli bychom jej popsat pomocı́ algoritmu (nebo formálně pomocı́ necyklı́cı́ho Turin- Algoritmus

převodu jednoho
problému na jiný

gova stroje). Jestliže navı́c pro řešitelnost obou problémů vyžadujeme nejvýše polynomický
čas, neměl by mı́t přı́slušný algoritmus (čili TS) horšı́ časovou složitost.

Formálně lze takový převod vyjádřit také pomocı́ jistého typu funkce, a sice funkce zob-
razujı́cı́ řetězy nad určitou abecedou Σ na řetězy nad toutéž abecedou. Pokud každý přı́pad
studovaného problému zakódujeme do podoby konkrétnı́ho řetězu nad abecedou Σ, uvedená
funkce takovému řetězu přiřadı́ jako výsledek jiný řetěz nad Σ, který bude představovat zakó-
dovánı́ přı́padu problému, na nějž je ten původnı́ převáděn.

Uvedené ideje objasňujı́ důvody pro zavedenı́ následujı́cı́ch pojmů.

Definice 3.17. Necht’Σ je libovolná abeceda. Funkci f : Σ∗ → Σ∗ nazveme vyčı́slitelnou Vyčı́slitelná funkce
= funkce
vyčı́slovaná
nějakým TS

v polynomickém čase, právě když existuje TS s polynomickou časovou složitostı́, který pro
každý řetěz w ∈ Σ∗ zastavı́ s tı́m, že na jeho pásce zůstane zapsán řetěz f(w).

Definice 3.18. Řekneme, že jazyk L1 ⊆ Σ∗ je převoditelný 18 na jazyk L2 ⊆ Σ∗ v polynomic-
kém čase, právě když existuje funkce f : Σ∗ → Σ∗ vyčı́slitelná v polynomickém čase taková,
že pro každý řetěz w ∈ Σ∗ platı́: w ∈ L1, právě když f(w) ∈ L2.

Pı́šeme pak L1 Cp L2 (nebo L1 ≤p L2). O funkci f řı́káme, že převádı́ jazyk L1 na L2
v polynomickém čase.

Poznámka 3.19. Stejně jako v kapitole 3.2 můžeme poslednı́ definici přeformulovat i pro Vlastnosti
problémů ∼
vlastnosti
odpovı́dajı́cı́ch
jazyků

definici převoditelnosti jednoho problému na jiný v polynomickém čase. Stačı́ opět použı́t
větu 2.24 dávajı́cı́ do souvislosti řešitelné problémy a rekurzivnı́ jazyky. Jestliže je tedy jazyk
„přı́slušný“ k problému P1 převoditelný na jazyk „přı́slušný“ k problému P2 v polynomickém
čase, řı́káme, že problém P1 je převoditelný na problém P2 v polynomickém čase.

Existujı́ různé typy
převoditelnostı́.

Průvodce studiem

Jestliže si podrobně promyslı́te, kdy je vlastně problém P1 převoditelný na problém P2, pak
zjistı́te, že

1) každý přı́pad problému P1 s řešenı́m ANO musı́ být převeden na přı́pad problému P2
s řešenı́m ANO,

2) každý přı́pad problému P1 s řešenı́m NE musı́ být převeden na přı́pad problému P2
s řešenı́m NE.

V našich definicı́ch a tvrzenı́ch se neustále opakuje u převoditelnosti dovětek „v polyno-
mickém čase“. Je to nutné, nebot’převoditelnost může být (a bývá) definována i v exponen-
ciálnı́m čase, logaritmické paměti, polynomické paměti, apod.

Lemma 3.20. Převoditelnost Cp je tranzitivnı́, tj. ze vztahů L1 Cp L2 a L2 Cp L3 plyne
L1 Cp L3.

Důkaz. Tvrzenı́ lemmatu plyne přı́mo z definice převoditelnosti jednoho jazyka na druhý
v polynomickém čase.

Průvodce studiem

Tranzitivnost převoditelnosti problémů (nebo přı́slušných jazyků) si můžete snadno před-
stavit na přı́kladu z předminulého průvodce studiem. V něm jsme popisovali převoditelnost

18V literatuře je sice použı́vanějšı́ termı́n redukovatelný, ale v češtině tento termı́n vzbuzuje nejčastěji představu,
že se jedná o zjednodušenı́ výchozı́ho problému. Taková představa je ovšem v rozporu se skutečnostı́, protože
v souladu s definicı́ jsou napřı́klad převody řešitelných problémů na neřešitelné, ale nikdy ne obráceně.
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problému zı́skánı́ vı́za na problém vyslánı́ na služebnı́ cestu. Problém „vyslánı́ ...“ lze zřejmě
dále převést na problém přesvědčit šéfredaktora konkrétnı́ch novin o svých literárnı́ch kva-
litách. Jistě budete souhlasit s tı́m, že úspěšné přesvědčenı́ šéfredaktora (během třı́ týdnů)
povede k vyřešenı́ problému zı́skánı́ vı́za.

Následujı́cı́ pomocné tvrzenı́ budeme potřebovat v důkazu věty popisujı́cı́ řešenı́ P–NP pro-
blému v přı́padě splněnı́ jisté podmı́nky týkajı́cı́ se nejsložitějšı́ch problémů z třı́dy NP.

Lemma 3.21. Necht’ L1, L2 ⊆ Σ∗, L1 Cp L2. Jestliže L2 ∈ P , pak L1 ∈ P .

Důkaz. Protože L2 ∈ P, existuje TS T s polynomickou časovou složitostı́, který rozhoduje
jazyk L2. Necht’ funkce f převádı́ jazyk L1 na L2 v polynomickém čase. Sestavı́me TS S
s polynomickou časovou složitostı́, který rozhoduje jazyk L1.

TS S pro vstupnı́ slovo w:
1) Spočı́tá f(w) (simulacı́ Turingova stroje vyčı́slujı́cı́ho v polynomickém čase funkci f ).
2) Simuluje činnost Turingova stroje T pro vstupnı́ slovo f(w).

3) Jestliže simulovaný TS T

{
přijı́má f(w), pak TS S přijme w,
zamı́tá f(w), pak TS S zamı́tne w.

Průvodce studiem

Kdyby vás náhodou trápila myšlenka, co učinı́ TS S v přı́padě, že by TS T začal cyklit, pak
si připomeňte úvodnı́ zmı́nku o TS T , podle nı́ž T rozhoduje jazyk L2 (tj. T nikdy necyklı́,
každé slovo z L2 přijme a každé slovo neležı́cı́ v L2 zamı́tne).

Polynomická časová složitost Turingova stroje S plyne z polynomických časových složitostı́
bodů 1) a 2).

Definice 3.22. O jazyku L řekneme, že je NP-úplný, právě když jsou splněny následujı́cı́
podmı́nky.

1) L ∈ NP.
2) Pro každý jazyk L′ ∈ NP platı́: L′ Cp L.

Alternativně pro problémy:

Definice 3.23. O problému P řekneme, že je NP-úplný, právě když jsou splněny následujı́cı́
podmı́nky.

1) P ∈ NP.
2) Pro každý problém P ′ ∈ NP platı́: P ′ Cp P .

NP neobsahuje
složitějšı́ problémy
než jsou NP-úplné.

Průvodce studiem

Jak vyplývá z předchozı́ho textu, každý NP-úplný problém se řadı́ mezi nejsložitějšı́ pro-
blémy z třı́dy NP. Tato vlastnost je důsledkem převoditelnosti libovolného problému z NP
na NP-úplný problém v polynomickém čase. Tzn. máme-li být schopni na NP-úplný pro-
blém převést v polynomickém čase sebesložitějšı́ problém z NP, nemůže jı́t o jednoduchý
problém.

V jistém smyslu tak každý NP-úplný problém P reprezentuje celou třı́du NP. Nalezneme-
li pro něj totiž konkrétnı́ řešenı́, může být toto řešenı́ použito spolu s algoritmem, převá-
dějı́cı́m v polynomickém čase libovolný problém P ′ z NP na P , pro řešenı́ problému P ′ –
tato idea byla ostatně použita i v důkazu lemmatu 3.21.
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Důkaz NP-úplnosti nějakého jazyka (či problému) může být proveden bud’přı́mým prověřenı́m
obou podmı́nek požadovaných v definici anebo pomocı́ následujı́cı́ věty (uvedeme pouze vari-
antu pro jazyky stejně jako u dalšı́ věty – formulace variant pro problémy by čtenáři již neměly
činit potı́že).

Věta 3.24. Necht’ L1, L2 ∈ NP, L1 Cp L2. Jestliže je L1 NP-úplný jazyk, pak je L2 také
NP-úplný jazyk.

Důkaz. Tvrzenı́ věty plyne přı́mo z definice 3.22 a z tranzitivnosti převoditelnosti Cp (Viz
lemma 3.20).

Věta 3.25. Jestliže existuje NP-úplný jazyk ležı́cı́ v třı́dě P, pak platı́ rovnost P=NP. NP-úplnost
a P–NP problém

Důkaz. Inkluze P⊆NP je popsána již ve větě 3.14. Pro důkaz rovnosti nám stačı́ ověřit platnost
inkluze NP ⊆ P:

Necht’ L ∈ P je NP-úplný jazyk. Uvážı́me-li libovolný jazyk L′ ∈ NP, pak L′ Cp L podle
definice NP-úplnosti jazyka L. Vzhledem k předpokladu L ∈ P a lemmatu 3.21 tak máme
L′ ∈ P, a tedy NP ⊆ P.

Až dosud byl hlavnı́ důraz kladen na bližšı́ vymezenı́ vzájemného vztahu třı́d P a NP. Nemělo by
to však vést k představě, že NP-úplné problémy představujı́ jen teoretický konstrukt, který nemá
pro reálnou praxi žádný význam. Protože nikdo dosud nedokázal rovnost P = NP, nenı́ známa
existence žádného algoritmu řešı́cı́ho kterýkoliv NP-úplný problém v polynomickém čase.
Odtud plyne, že každý programátor postavený před úkol nalézt dostatečně rychlý algoritmus Programátor

a NP-úplné
problémy

řešı́cı́ konkrétnı́ NP-úplný problém
a) má mizivou naději nalézt algoritmus řešı́cı́ rychle všechny přı́pady daného problému,
b) může snadno najı́t algoritmus řešı́cı́ rychle některé přı́pady daného problému a velmi

pomalu (konkrétně v exponenciálnı́m čase) přı́pady ostatnı́.
Neuspokojujı́-li programátora výše nabı́zené varianty, má už jen následujı́cı́ možnosti:

1) pokusit se změnit zadánı́ úkolu takovým způsobem, aby neobsahoval požadavky vedoucı́
k tak vysoké výpočetnı́ náročnosti; jinými slovy modifikovat problém tak, aby nepatřil
mezi NP-úplné, ale „pouze“ do třı́dy P,19

2) rezignovat na řešenı́ zadaného úkolu.

3.3.1 Vybrané NP-úplné problémy

Jsou známy stovky NP-úplných problémů – my si uvedeme jen pár z nich. Náš krátký výčet
zahájı́me problémem splnitelnosti logických formulı́, jehož NP-úplnost byla dokázána jako
prvnı́.

Nejdřı́ve si ovšem připomeňme několik nezbytných pojmů.

Definice 3.26. Množinu všech logických formulı́ definujeme rekurzivně:

• 0, 1, x1, x2, . . . (kde x1, x2, . . . jsou logické proměnné, tj. proměnné, jež mohou nabývat
hodnot 0 nebo 1) jsou logické formule,

• Jestliže E1, E2 jsou logické formule, pak také ¬E1, (E1 ∧E2) a (E1 ∨E2) jsou logické
formule (symboly ¬, ∧ a ∨ zde představujı́ známé logické operace negace, konjunkce
a disjunkce).

19K takovým úpravám je velice užitečná znalost konkrétnı́ch problémů: jednak těch, co prokazatelně patřı́ do
třı́dy P, jednak NP-úplných – v některých oblastech mezi nimi vede zdánlivě tenká hranice. Vı́ce informacı́ lze
nalézt napřı́klad v [Gar79].
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Poznámka 3.27. Vzhledem k asociativitě logických operacı́ konjunkce a disjunkce vyne-
cháváme některé páry závorek. Napřı́klad mı́sto ((E1 ∧ E2) ∧ E3) pı́šeme (E1 ∧ E2 ∧ E3).
Dále obvykle vynecháváme vnějšı́ páry závorek, tj. mı́sto formule F = (E1 ∧ E2) pı́šeme
F = E1 ∧ E2.

Přı́klad 3.28. Uved’me dva přı́klady logických formulı́

1) F1 = (¬x1 ∧ x2) ∨ x1,
2) F2 = (x1 ∨ x2 ∨ ¬x1) ∧ (¬x3 ∨ x2).

Definice 3.29. Logickou formuliF nazveme splnitelnou, právě když existuje takové dosazenı́ 0
a 1 za jejı́ proměnné, při němž je hodnota F rovna 1.

Přı́klad 3.30. F1 = (x1 ∨ x2) ∧ ¬x1 je podle definice splnitelná logická formule, nebot’stačı́
dosadit x1 = 0 a x2 = 1.

Problém splnitelnosti logických formulı́ je zadán následovně:
Vstup: Logická formule.
Otázka: Je zadaná logická formule splnitelná?

Věta 3.31. (Cookova20 věta) Problém splnitelnosti logických formulı́ je NP-úplný.

Průvodce studiem

Málokterý důkaz NP-úplnosti nějakého problému je krátký a jednoduchý. Nadále budou
proto všechny důkazy vynechávány. Zajı́majı́-li vás přesto, naleznete je v knihách [Sip97],
[Gru97], [Gar79] a většinu také v [Kuč89].

Definice 3.32. Řı́káme, že logická formule F je v konjunktivnı́m normálnı́m tvaru (zkráceně
pı́šeme v CNF), právě když F =

∧
1≤i≤m

Fi, kde každá podformule Fi je disjunkcı́

• logických proměnných,
• negacı́ logických proměnných.

Přı́klad 3.33. F = (x1 ∨ x2 ∨ ¬x3) ∧ x2 ∧ (¬x1 ∨ ¬x2) je podle definice logická formule
v konjunktivnı́m normálnı́m tvaru.

Průvodce studiem

Nabı́zı́ se myšlenka, jestli nebude výpočetně snazšı́ řešit problém splnitelnosti logických
formulı́ v přı́padě formulı́ v konjunktivnı́m normálnı́m tvaru – oproti obecně zadaným
formulı́m majı́ jistý stupeň vnitřnı́ uspořádanosti, který by možná mohl „vymanit náš
problém z NP-úplného sevřenı́“. Myšlenka je to sice hezká, ale následujı́cı́ věta ji vyvracı́.

Věta 3.34. Problém splnitelnosti logických formulı́ v konjunktivnı́m normálnı́m tvaru je NP-
úplný.

20S. A. Cook uvedenou větu dokázal v roce 1971.
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Definice 3.35. Pı́šeme, že logická formule F je v k-CNF (kde k ∈ N), právě když F =∧
1≤i≤m

Fi, kde každá podformule Fi je disjunkcı́ právě k logických proměnných nebo jejich

negacı́.

Přı́klad 3.36. F = (¬x1 ∨¬x2 ∨ x3)∧ (x1 ∨¬x2 ∨ x3)∧ (¬x1 ∨¬x2 ∨ x4) je podle definice
logická formule v 3-CNF.

Průvodce studiem

Myšlenka (nastı́něná v minulém průvodci studiem) o snadnějšı́m řešenı́ problému splnitel-
nosti logických formulı́ v k-CNF se vtı́rá mnohem neodbytněji – „stupeň vnitřnı́ uspořáda-
nosti“ formulı́ v k-CNF je nepochybně ještě vyššı́ než u formulı́ v CNF.

V přı́padě formulı́ v 1-CNF je výpočetnı́ náročnost pouze polynomická, nebot’u každé
takové formule stačı́ prověřit, že se v nı́ žádná z jejı́ch proměnných nevyskytuje bez negace
i s negacı́, a tato kontrola zabere řádově nejvýše j ·n výpočetnı́ch kroků, kde n je délka
zakódovánı́ formule a j udává počet jejı́ch proměnných.

Odpověd’na otázku, zda je pro nějaké k problém splnitelnosti logických formulı́ v k-CNF
NP-úplným problémem, dává následujı́cı́ věta.

Věta 3.37. Problém splnitelnosti logických formulı́ v 3-CNF je NP-úplný.

Poznámka 3.38. O problému splnitelnosti logických formulı́ v 2-CNF se dá dokázat, že je
z třı́dy P. (Viz např. [Lew98])

Dále vybı́ráme NP-úplné problémy z oblasti teorie grafů.

Problém kliky je zadán následovně:
Vstup: Neorientovaný graf a čı́slo k ∈ N.
Otázka: Obsahuje zadaný graf kliku o k vrcholech?

Věta 3.39. Problém kliky je NP-úplný.

Definice 3.40. O neorientovaném grafu řekneme, že je obarvitelný k barvami (kde k ∈ N),
právě když lze každému jeho vrcholu přiřadit jednu z k barev tak, aby žádná hrana grafu
nespojovala vrcholy se stejnou barvou.

Problém obarvitelnosti grafu k barvami je zadán následovně:
Vstup: Neorientovaný graf a čı́slo k ∈ N.
Otázka: Je zadaný graf obarvitelný k barvami?

Věta 3.41. Problém obarvitelnosti grafu 3 barvami je NP-úplný.

Náš kratičký výčet uzavřeme jednı́m z nejznámějšı́ch NP-úplných problémů.

Problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho je zadán následovně:
Vstup: Nezáporné celé čı́slo K, množina měst a vzdálenostı́ mezi nimi.
Otázka: Může obchodnı́ cestujı́cı́ projet všechna města tak, aby každé navštı́vil právě jednou,

na závěr se vrátil do výchozı́ho mı́sta a přitom urazil vzdálenost menšı́ nebo rovnu čı́slu K?
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Průvodce studiem

V terminologii teorie grafů lze problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho formulovat následovně:
Existuje v úplném neorientovaném grafu s ohodnocenými hranami hamiltonovská kružnice,
u nı́ž je součet ohodnocenı́ jejı́ch hran menšı́ nebo roven předem dané hodnotě K?

Shrnutı́
Funkcı́ vyčı́slitelnou v polynomickém čase rozumı́me každou funkci f splňujı́cı́ následujı́cı́
podmı́nky.

• f zobrazuje množinu všech řetězů nad nějakou abecedouΣ do sebe, tzn. pro každý řetěz
w ∈ Σ∗ je f(w) rovno nějakému řetězu nad Σ.

• Existuje TS s polynomickou časovou složitostı́, jehož výpočet pro každé vstupnı́ slovo
w ∈ Σ∗ skončı́ bud’ v přijı́majı́cı́m anebo v zamı́tajı́cı́m stavu, přičemž po skončenı́
výpočtu je na pásce TS zapsáno slovo f(w) (následované nekonečně mnoha prázdnými
znaky).

Převoditelnost jazyka L1 na jazyk L2 v polynomickém čase definujeme pomocı́ funkce f vy-

čı́slitelné v polynomickém čase, přičemž požadujeme, aby
{

f(w) ∈ L2 pro každé w ∈ L1,
f(w) 6∈ L2 pro každé w 6∈ L1.

NP-úplný jazyk musı́ patřit do třı́dy NP a každý jazyk z NP na něj musı́ být převoditelný
v polynomickém čase.

Vlastnosti definované pro jazyky „přenášı́me“ na problémy pomocı́ věty 2.24. Konkrétněji:
Vlastnost X přiřkneme každému problému, jemuž „přı́slušný“ jazyk má vlastnost X.

K žádnému NP-úplnému problému nenı́ znám algoritmus řešı́cı́ jej v polynomickém čase.
Pokud by někdo dokázal přı́slušnost některého NP-úplného problému k třı́dě P, dokázal by
rovnost P=NP.

Pojmy k zapamatovánı́
• Funkce vyčı́slitelná v polynomickém čase,
• převoditelnost jednoho jazyka (problému) na jiný v polynomickém čase,
• NP-úplný jazyk (problém).

Kontrolnı́ otázky
1. Je každý NP-úplný problém řešitelný?
2. Je každý NP-úplný problém převoditelný v polynomickém čase na libovolný jiný NP-úplný

problém?

Cvičenı́
1. Zjistěte, jaké důsledky pro řešenı́ P-NP problému by měla existence NP-úplného pro-

blému, který by byl převoditelný v polynomickém čase na libovolný problém z třı́dy P.

Úkoly k textu

1. Dokažte detailně lemma 3.20.

2. Promyslete, proč je v předpokladech věty 3.24 požadavek, aby L2 ∈ NP.

3. Pokud byste se podı́vali do odborné literatury, častěji byste nalezli problém obchodnı́ho
cestujı́cı́ho ve variantě tázajı́cı́ se po minimálnı́ uražené vzdálenosti namı́sto porovnávánı́
se zadanou hodnotou K. Rozmyslete si, jak lze uvedenou variantu převést na námi
formulovaný problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho a naopak.
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Řešenı́
1. V přı́padě existence takového NP-úplného problému by platila rovnost P=NP. Zdůvod-

něnı́:
Pokud L′ ∈ P a L je NP-úplný jazyk, který je převoditelný v polynomickém čase

na L′, pak podle lemmatu 3.21 ležı́ jazyk L v třı́dě P. Tı́m je ovšem splněn předpoklad
věty 3.25, podle nı́ž v takovém přı́padě nastává rovnost P=NP.

3.4 Využitı́ výpočetně obtı́žných úloh

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ kapitoly bude studujı́cı́ umět zdůvodnit důležitost studia výpo-
četně obtı́žných úloh pro použitı́ v praxi.

Klı́čová slova: Šifrovánı́, metoda RSA.

Potřebný čas: 5 minut.

Znalost úloh, které jsou výpočetně náročné, nepochybně ocenı́ každý, kdo hledá a programuje
řešenı́ nejrůznějšı́ch úloh – v rámci možnostı́ se pak může snažit vyhnout zadánı́m, jež vedou
ke známým, výpočetně obtı́žným úlohám; přı́padně může obrátit pozornost k algoritmům, které
nevedou pokaždé a bezvýhradně k požadovanému cı́li (mezi ně řadı́me stochastické, heuristické,
genetické aj. algoritmy).

V právě uvedené oblasti je výskyt výpočetně obtı́žné úlohy vnı́mán obvykle jako nepřı́jemnost.
Existuje nějaká oblast, kde je tomu naopak? Ano - jde o šifrovánı́. Při utajené komunikaci je
prvořadý požadavek bezpečnosti takové komunikace; jinými slovy požadavek „nemožnosti“
nebo alespoň enormnı́ časové náročnosti odhalenı́ klı́če potřebného k dešifrovánı́ zašifrované
zprávy. Jestliže systém tvorby klı́če propojı́me s některým ze známých obtı́žně řešitelných
problémů, pak úkol dešifrovat odeslanou zprávu bez znalosti přı́slušného klı́če odpovı́dá úloze
nalézt konkrétnı́ řešenı́ souvisejı́cı́ho problému. Vı́me-li, že v současnosti nikdo takový problém
efektivně řešit neumı́ a uvedený problém je výpočetně náročný ve většině svých přı́padů, pak
jsme pro utajenı́ zprávy učinili maximum.

Jen krátce k utajené komunikaci.

V zásadě lze utajenı́ rozdělit na dvě části: jednak utajený přenos21 (tj. zpráva by se neměla dostat
nikomu nepovolanému do rukou), jednak utajenı́ vlastnı́ho sdělenı́ (tj. nikdo cizı́ by zprávu
neměl umět přečı́st). Optimálnı́ je pochopitelně spojenı́ obou technik. Jsou ovšem situace,
kdy je výhodné zveřejnit záměr vést utajenou komunikaci a komunikačnı́ cestu neskrývat. Za
přesvědčivý přı́klad může napřı́klad sloužit internetový obchod, který chce umožnit zákaznı́kům
platit kreditnı́ kartou. Bez utajenı́ údajů své kreditnı́ karty by však jistě žádný soudný zákaznı́k
tı́mto způsobem za zbožı́ neplatil.

Průvodce studiem

Také vám připadá nepochopitelné, kolik lidı́ uvěřı́ své št’astné hvězdě, jež nasměruje právě
k nim závratně bohatého afrického mecenáše toužı́cı́ho podělit se s nimi o své milióny? Po-
skytnutı́ svého bankovnı́ho účtu takovému filantropovi k dispozici je pak jen zanedbatelnou
protislužbou, nenı́-liž pravda?

Za typický přı́klad využitı́ výpočetně obtı́žné úlohy v šifrovánı́ lze považovat metodu RSA
použı́vanou při šifrovánı́ s veřejně přı́stupným klı́čem.

21Zajı́mavou současnou metodou utajeného přenosu je ukrývánı́ zpráv do obsáhlých datových souborů, např.
do obrazových souborů. Vı́c informacı́ se mohou zájemci dozvědět např. na Internetu pod klı́čovým slovem
„steganography“.
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Idea šifrovánı́ s veřejně přı́stupným klı́čem je následujı́cı́. Jeden účastnı́k utajené komunikace
(např. ústředı́ banky) vygeneruje dvojici klı́čů A1 a A2, mezi nimiž je určitá matematická
závislost. Klı́č A1 dostačuje k zašifrovávánı́ posı́laných zpráv, klı́č A2 je potřebný k rozšif-
rovávánı́ přijatých zpráv. Klı́č A2 utajı́, A1 naproti tomu rozešle ostatnı́m účastnı́kům utajené
komunikace (např. bankovnı́m pobočkám) prostřednictvı́m veřejně přı́stupného média, jako je
třeba pevná telefonnı́ linka. S pomocı́ klı́če A1 tedy může každý zašifrovat svou zprávu, ale
jejı́ rozšifrovánı́ lze provést pouze s využitı́m klı́če A2, jenž je známý výhradně iniciátoru celé
komunikace.

Metoda RSA22 je založena na využitı́ součinu velkých prvočı́sel. Poznamenejme, že testovánı́
prvočı́selnosti zadaného čı́sla je úloha zvládnutelná v rozumném čase, naproti tomu úloha nalézt
rozklad zadaného přirozeného čı́sla na součin prvočinitelů je výpočetně velmi náročná (a to
nebyla dokázána ani jejı́ přı́slušnost k NP–úplným úlohám). Úkol rozšifrovat zası́lanou zprávu
tak odpovı́dá úkolu nalézt přijatelně rychlý algoritmus pro rozklad na součin prvočinitelů.

22Vı́ce informacı́ o této metodě lze nalézt např. v [Gru97], [Sip97], nebo na Internetu.
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Abeceda, 4, 6, 17, 20
— pásková, 49, 53
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— pro něž TS cyklı́, 51
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— Turingův (deterministický), 49
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Třı́da jazyků
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Řetěz, 4
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